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斐波那契字符串前缀和的 O(1)算法及其证明1 

周  尚 

北京师范大学附属实验中学 

 

 

 

[摘要]本人在编写斐波那契字符串前缀和算法程序过程中，通过具体观察、

抽象思维和程序验证等方式，结合斐波那契数列特点，提出了一种简单而奇妙的

算法，即  nSn  ，  表示下取整，为黄金分割比   2/15  ，将计算的

时间复杂度从 O( n2log )降为 O(1)，运用数学归纳法予以证明，并得出了任意一

段字符串的求和公式、任意一个字符是"0"还是"1"的计算公式等相关推论。 

 

[关键词]斐波那契字符串；前缀和；O(1)算法 

 

 

[Abstract] Through specific observation, guessing upon a hunch and 

program verification during programming the algorithm of prefix sum of 

Fibonacci words, the author puts forward a simple but fantastic formula, 

i.e.  nSn   , where  x means the maximum integer not exceeding the 

number x,   is the golden ratio i.e.   2/15  . Using the formula, the time 

complexity of the algorithm is reduced from O(log
2
n) to O(1). The main body of 

the paper is focused on proving the formula by mathematical induction. The 

author also deduces related results, such as the summation formula for any 

subword of the Fibonacci words, the formula for identification any character of 

the Fibonacci words, etc. 

 

[Keywords] Fibonacci words, prefix sum, O(1)algorithm 

 

                                                        
1
 本文已刊发于《数学学习与研究》（2020.12 期）。 
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1. 斐波那契字符串前缀和常见算法的时间

复杂度 

1.1 关于算法的时间复杂度 

一个算法的语句执行总次数 T(n)是关于问题规模 n 的函数，算法的时间复

杂度就是分析 T(n)随 n 的变化情况，确定 T(n)的数量级，通常记为：

T(n)=O(g(n)) ，其中，g(n)是问题规模 n 的某个函数。它表示随问题规模 n 的

增大，算法执行时间的增长率和 g(n)的增长率相同。一般地，T(n)关于 n 的数

量级越低，算法越优。 

1.2 斐波那契字符串前缀和常见算法的时间复杂度 

众所周知，斐波那契数列是：1，1，2，3，5，8，…，即 11 f ， 12 f ，

21   iii fff ， 2i . 

与此相关的斐波那契字符串的定义如下： 

"0")0( f ， "1")1( f ， )1()2()(  ififif ， 1i , 

  ..."01101011010101101011"...)2()1()0(  fffF 称为无限斐波

那契字符串，其中，双引号中的 0、1均为字符，表示字符串的拼接。 

令 ),( rlS 为无限斐波那契字符串F的第l个字符至第r个字符中"1"的个数，

则前 n个字符中"1"的个数为 ),1( nS 简记为 nS ，即前缀和。 

要求以尽量低的时间复杂度计算前缀和 nS 。目前常见算法2的时间复杂度

为 O( n2log )。 

 

                                                        
2
 https://blog.csdn.net/qq_39440588/article/details/8151678; https://www.cnblogs.comYYC-304/p9500001.html. 
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2. 时间复杂度为 O(1)的算法的提出 

笔者先用时间复杂度为 O( n2log )的常用方法编写程序，运行程序得出了

5S 、 10S 、 100S 等具体的数值，当观察到 6181000 S 时，就猜测这可能与黄金分

割点有关。然后发挥找规律的特长，结合斐波那契数列的特性，提出并证明了一

种时间复杂度为 O(1)的奇妙算法，即  nSn  ，  表示取整， 为黄金分割

比   2/15  。该公式从形式上就有些不可思议，左边肯定是一个正整数，而

有右边是一个无理数与 n相乘，再进行一个下取整运算。 

如果该算法能够得到证明，它将极大地降低计算的时间复杂度，成为时间

复杂度最低的算法。不妨以 n=16 为例，前 16 个字符"0101101011011010 "中有 9

个"1"，代入公式 

  92/)15(*1616 S  

得到验证。笔者通过计算机程序验证 1810n 情形均成立，计算程序见附录。 

 

3. 算法证明 

定义： 

令 if 为斐波那契数列第 i项, 

iF 为斐波那契数列前 i项之和，即


i

j
jf

1

, 

显然， iif ff 1-i2-  ， ii Ff  12 . 

令
jff j

if
i

j




),(max , 

jFF j
iF

i
j




),(max
,不妨记 iF 在数列 jF 中对应于

i
Fc .

 

 

 

引理 1：



























1a若......)(

0a若......)(

n2
1

F

n1
1

FF

2-

2

SSS

SSS
S

t

i
F

t

i
n

icic

icic

，t为最大分解次数，
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na 为 斐 波 那 契 字 符 串 前 n 个 字 符 的 最 后 一 位 ，

ji cctjiji FF有],,1[,,对于  。 

证明： 

 

根据前述定义及内在关系，可将 nS 作如下分解： 

)(

),1(

)f-,1(

),1(

),1(

21

21

c

c

c

1c2

c1-c2

c

























ncncnc

ncncnc

nnn

nnnn

nn

n

FFfn

FfnF

cF

cF

F

nFn

SSS

SSS

fnFSS

fnFSS

nFSS

nFSSS

  

……………………(1) 

对（1）式中
1c 

n
fnS 进行重复分解，令 mf

nc
 1n

，则 

).(
211c m 

 
mcmcmcn

FFfmfn SSSSS
 

假设经过 t 次分解后出现 1S （若
0na ）或 2S （若

1na ），分解结束，

可得
 



























.1a若......)(

，0a若......)(

n2
1

F

n1
1

FF

2-

2

SSS

SSS
S

t

i
F

t

i
n

icic

icic

 

显然，
ji cctjiji FF有],,1[,,对于 
. 

引理 1得证。
 

定义：令 12   iii ffr  ，  ii FR  , 表示取小数部分。 

引理 2：数列 ir 的奇数项单调递减，偶数项单调递增，且 0lim 


i
i

r . 

证明：由定义可知， 

10  r , 

12231   ffr , 

23342   ffr , 

21   iii rrr    当 2i  时， 
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下面用数学归纳法证明 1)(  ii rr  . 

当 i=2 时， 12 )(23 rr   , 

假设 i=k-1 时， 21 )(   ik rr  成立，则 

.)(

))((

)1(

)(

1

2

2
2

2

22

21

























k

k

k

k

kk

kkk

r

r

r

r

rr

rrr











 

即当 i=k 时也成立。 

由此可知， )1()(   i
ir . 

可见，数列 ir 的奇数项单调递减，偶数项单调递增，且 0lim 


i
i

r
，引理

2得证。
 

引理 3：数列 iR 的奇数项单调递减，偶数项单调递增，且 


1lim i
i

R . 

证明：由引理 2可得 

  ir1 ，即    121 ii ff , 

每一项同时减去 )1(  ，得 

11)1(0 12   ii ff   

由于 12  ii fF ，上式可变为 

110 1  ii fF   

因为 11  if 是整数，所以 

 



















1

1)1(

1

12

12

1

ii

ii

iii

ff

ff

fFF

 

即  1ii rR . 

因此，数列 iR 的奇偶项单调性同数列 ir ， 


1lim i
i

R ，引理 3得证。 

算法证明 
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下面用第二数学归纳法证明  nSn 
. 

当 k=1 时，   01S , 

当 k=2 时，  212 S
, 

假设 k<n 时，  kk S
成立， 

当 nk  时，由引理 1可知， 

   

         

         )2)F(2)F((

)2or)F((

)orS)((

1
2c

1
2c

1
2c

21
1

FF 2







orForFnn

Fn

SSSnSn

t

i
c

t

i
c

t

i
c

t

i
n

iiii

ii

icic




























    
由于分解过程中每次拆分出的 S下标和相等，因此上式可变为 

           

         

     )2or)((

）2or))F((

)2or)F((

1
2

1
2c

1
2c































t

i
cc

t

i
c

t

i
cn

ii

ii

ii

RRn

Fn

FnnnSn

 

利用引理 3，对上式进行缩放可得， 












  1lim)()( 0

2c且
为偶数

2
1

2

i

RRRRRR i
i

c
cc

t

i
cc

i

iiii
，

 

21lim)()( 1

3c且
为奇数

2
1

2

i












  RRRRRR i
i

c
cc

t

i
cc

i

iiii
， 

即，   


 1)(21
1

2

t

i
cc ii

RR . 

又因为，    21-2   

所以
    12or)(0

1
2  



 
t

i
cc ii

RR  

因为   10  n ，所以   10  nSn  

因为  n ， nS 皆为整数，所以   0 nSn
，即  nSn 
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得证。 

 

4. 相关推论 

4.1 斐波那契字符串第 l 个字符至第 r 个字符中"1"的个数为

    )1(),(S 1   lrSSrl lr . 

4.2 斐 波 那 契 字 符 串 中 第 n 个 字 符 na ， 即 当 l=r=n 时 ， 

    )1(),(S 1   nnSSnna nnn . 

4.3 任取 n，前 n项的平均数     nnnSn // ，且 


)/(lim nSn
n

. 

4.4 任取 n，数列 ia 前 n项的方差 2
n 小于 12  ，且趋于 12  . 

证明： 

n

nSnanSa

nnSa

n

n

i
in

n

i
i

n

i
nin

2

11

2

1

22

)/()/(2

/)/(

















 

由于 ia =0 或 1，且前 n项中有 nS 个 1，所以上式可化为 

2

2

2

2

11

2

2

)(

/

/)/(2

)/()/(2

n

S

n

S

n

nSS

n

nSSnSS

n

nSnanSa

nn

nn

nnnn

n

n

i
in

n

i
i

n















 

12lim 22 


 n
n
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5. 附录：时间复杂度为 O(1)算法程序 

#include<iostream> 

using namespace std; 

const long long G[3]={61803398,87498948,48204587},P=1e8; 

long long n,f[3],A[5]; 

int main() 

{ 

 cin>>n; 

 f[0]=n/P/P,f[1]=n/P%P,f[2]=n%P; 

 for(int i=0;i<3;i++) 

  for(int j=0;j<3;j++) 

   A[i+j]+=f[i]*G[j]; 

 for(int i=4;i>0;i--) 

  A[i-1]+=A[i]/P,A[i]%=P; 

 cout<<A[0]*P+A[1]; 

 return 0; 

} 
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•2019 年 3 月加拿大计算机竞赛中国赛区（CCC）第 14 名。 

•2018 年 11 月中国信息学联赛（NOIP）北京市提高组⼀等奖。  

•2017 年 3 月全国初中数学联赛二等奖 
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