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摘要

游泳既是一项全民健身运动，也是一项竞技体育活动，极具参与性和观赏性。出

发起跳是游泳中的一个重要环节，直接影响了运动员的个人成绩。本文旨在研究起

跳角度对个人游泳成绩的影响，为运动员提供个性化的最优起跳角度。目前，游泳

起跳问题的研究基本上基于数据采集，少量研究基于简单的数学模型和粗糙的分析。

这两种研究方法都无法针对运动员的个人数据提供个性化的指导。本文从游泳的基

本过程出发，利用牛顿力学定律进行人体受力分析，通过理论推导，建立了两个数

学模型，即抛物线和微分方程模型。最后，根据运动员的体重、起跳速度、游泳速

度、身高等个人运动参数，通过 Mathematica 的数值求解，得到了个人的最优起跳
角度，为运动员的游泳训练提供了参考。

关键词：游泳出发起跳角度, 抛物线方程, 微分方程, 数值求解

Abstract

Swimming is not only a national fitness activity, but also a competitive
sport, which is very participatory and ornamental. Starting and taking off is
an important process of swimming, which directly affects the individual per-
formance of athletes. This article aims to study the impact of takeoff angle
on individual performance, and provide personalized optimal takeoff angle for
athletes. At present, researches on the issue of swimming takeoff are mainly
based on data collection, with a small amount of researches depend on simple
mathematical models and rough analysis. These researches cannot provide
personalized guidance for athletes’ personal actions. This article researches
from the basic process of swimming and uses Newton’s laws of mechanics
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to analyze the forces on the human body. Through theoretical derivation,
we construct two mathematical models, namely the parabolic model and the
differential equation model. Finally, according to the individual sport param-
eters of athletes, such as weight, take-off angle, swimming speed, height, etc.,
we calculate the numerical solution of the optimal individual take-off angle
through Mathematica, which provides a reference for the swimming training
of athletes.

Keywords: The swimming take off angle, parabolic equation, differential equation,

numerical calculation
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1 引言

随着我国体育事业的发展，游泳运动作为全面健身运动的一项综合性运动被广泛推

广，同时作为当代竞技体育的一个大项，游泳赛事极具趣味性和观赏性，深受大众的喜

爱。根据文献 [8]，游泳比赛由出发、途中游、转身、终点冲刺和到边技术 5 个环节组
成。游泳出发环节有时直接决定了比赛的成绩，文献 [8, 9] 全面总结了游泳出发技术的
演变，以及常见的游泳跳台出发动作要领，并介绍了游泳出发中的诸多因素，例如，起

跳角度、起动时间、腾空时间、起动速度等。

以往对以上影响游泳成绩因素的研究，大多采用了基于高速摄像机的影像采集和基

于统计数据的分析的研究思路。张俊峰等人 [7] 介绍了一套游泳出发技术的生物力学测
试系统，并根据运动员的真实运动采集了 20 多项运动参数，对抓台式出发和蹲踞式出
发做了对比。文献 [5, 10] 分别采用了类似的研究方法对出发阶段的各项运动参数和爆
发力做了采集与分析，得到了各个运动参数的均值及分布情况，提供了相关参数的推荐

值，为运动员提供了指导意见。国外的学者们也一般采用这种方法来研究 [2, 3]。
基于影像采集和统计的研究方法，可以采集到大量的数据，研究高水平运动员的运

动特点，并总结出各个参数的一般取值。但是这种基于统计的方法有两个明显的缺点：

1）不能深入研究各个运动参数和运动成绩之间的函数关系，没有揭示各个参数对最终
成绩的重要程度。2）不能根据运动员的基本运动参数（例如身高，体重，爆发力等），计
算适合运动员自身的最优参数，为运动员提供定制化的指导。特别对非专业的运动员更

没有指导意义。庄明谦等人 [6] 运用物理学知识建立了游泳出发的入水距离关于起跳角
度，起跳速度，起跳高度的数学关系，运用遗传算法求解了最优参数。Abd Elazeem 等
人 [1] 考虑了出发时双脚与地面的角度等参数，研究了入水距离与起跳角度、两脚的爆
发力的关系，建立了数学方程，求解了入水距离最大的起跳角度为 60◦ 的结论。但这两

种方法建立的数学模型 [1, 6] 比较简单，分析过程比较粗糙，导致其结论无法为运动员
提供个性化指导。

本文旨在研究游泳出发的起跳角度对游泳成绩的影响，建立相关的数学模型，并根

据运动员的个人基本数据为其提供最适合的起跳角度，提供个性化的指导意见。本文将

从游泳运动的基本过程出发，根据牛顿力学定律、抛物线方程、微分方程组等数学和物

理知识，研究游泳运动的一般过程。本文中，游泳运动主要由起跳到入水、潜游、水面

游三个阶段组成。运动员起跳后空中的运动轨迹建模为抛物线模型。运动员潜游的受力

情况较为复杂，通过合理的假设，我们分别建立了抛物线模型和微分方程模型。水面游

泳阶段人体做匀速运动。

本文剩余部分组织如下。在第2节，我们简要陈述了游泳起跳问题，相关变量和参
数，基本的物理关系，以及问题的相关假设。在第3节，我们介绍了所建立的数学模型，
即运动员空中运动的抛物线模型，运动员潜游阶段的抛物线模型以及微分方程模型。在

第4节，基于上述建立的数学模型，根据我的个人运动数据，通过 Mathematica 软件数
值求解出了抛物线模型和微分方程模型中的最优起跳角度。最后，在第5节，我们总结
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了全文，提出了进一步研究的问题。

2 问题陈述

本问题是一个游泳出发中，求解最优出发角度的数学问题。游泳比赛的整个过程一

般分为：反应、起跳、空中、入水、潜游、水面游等阶段。其中反应时间、起跳姿势、起

跳角度、起跳速度、入水角度等都会影响运动员的成绩。一般的游泳基本过程如下图所

示。本文中将游泳运动分为三个阶段，第一阶段是从起跳到入水，期间人体主要受重力

作用，忽略空气阻力的影响。此阶段人体的运动轨迹为抛物线。第二阶段是从入水到出

水面的潜游阶段，期间人体主要受重力、浮力、水阻力、自身牵引力的作用，运动轨迹

复杂，在不同的假设下可建立不同的模型。第三阶段是水面游过程，人体受重力、浮力、

自身牵引力的作用，一般此阶段人体受力均衡，做匀速直线运动。

图 1: 游泳出发过程

现考虑起跳角度对运动员最终成绩的影响，即考虑最优起跳角度问题，目标是最小

化全程的游泳时间。

2.1 相关变量与参数

本问题中，涉及到下列相关变量。

1. 起跳角度 θ，单位为度，一般取 63.16◦ ∼ 74.34◦ [4]。
2. 入水角度 α0，单位为度，是人入水时速度方向与水平向右方向的夹角。

3. 人体质量 m，单位为 kg，一般取 50kg ∼ 70kg。

4. 人体站立时，底面上的投影面积 s̄，单位为 m2。

5. 人跳台出发的速率 v0，单位为 m/s，一般取 3m/s ∼ 5m/s [5, 10]。
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6. 人在水面游泳的速度 v3，单位为 m/s，一般取 1.5m/s ∼ 3m/s[5]。
7. 人在出发台的重心距台面高度 h1，单位为 m，一般取 0.45m ∼ 0.55m [5, 10]。
8. 出发台距水面高度 h2，单位为 m，一般取 0.5m ∼ 0.7m 1。

9. 人在出发台的重心距水面高度 h，单位为 m，其中 h = h1 + h2。

10. 人在潜游时，双腿摆动产生的向前动力为 f0，向上的动力为 f1，单位为 N，f0 一

般取 200N ∼ 500N [5, 10]。
11. 游泳比赛的总距离为 L，单位为 m。

12. 第一阶段用时 t1，单位为 s。水平位移为 S1，单位为 m。

13. 第二阶段用时 t2，单位为 s，水平位移为 S2，单位为 m。

本问题中，涉及到的常量参数如下。

1. 人体密度 ρ0，取值为 1.04× 103kg/m3。

2. 水的密度 ρ1，取值为 1.0× 103kg/m3。

3. 重力加速度 g，取值为 9.80N/kg。

4. 水的阻力系数 C 为固定值, 根据我个人的实验测试值, 取 0.932 2。

2.2 物理关系

在运动过程中人体主要受重力、浮力、水阻力的作用。以下假定向上运动为正，水

平前进方向为正。

其中，人体重力 G 与质量 m，重力加速度 g 满足如下的重力公式

G = −mg. (1)

人体受到的水的浮力 f2，水的密度 ρ1，重力加速度 g，浸入水中的体积 V 满足

f2 = ρ1gV. (2)

根据流体力学中的流体阻力计算公式，人在水中游泳时收到的阻力 f3，水的密度

ρ1，水阻力系数 C，人体在与游行方向垂直的平面上的投影面积 s̄，游泳的速度 v 满足

f3 =
1

2
Cρ1s̄v

2. (3)

本问题的目标为最小化游泳总时间 t = t(θ,m, s̄, v0, v3, h, f0, L)，下面的 t1, t2, S1, S2

是 θ,m, s̄, v0, v3, h, f0, L 等变量的函数。由于 v3 和 L 在问题输入中是给定的常量，因此

1标准游泳池尺寸，https://zhuanlan.zhihu.com/p/483598276。
2水的阻力系数，https://zhidao.baidu.com/question/545646827.html。
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目标函数可以做如下转化。

t(θ,m, S, v0, v3, h, f0, L) = t1 + t2 +
L− S1 − S2

v3
(4)

⇔ G(θ) = v3(t1 + t2)− S1 − S2. (5)

我们将求解 t 的最小值问题转化为了求 G(θ) 的最小值问题，这样不仅简化了目标，也

有利于问题的求解。

本问题中，我们关心这样一个优化问题，即固定其他变量，分析游泳总时间 t 和 θ

的关系，找到使得 t 取最小值的 θ∗，一般通过 dt
dθ

= 0 来求解。

2.3 问题假设

1. 起跳出发阶段，将人看做是质点，起跳速度 v0 大小固定，起跳角度 θ 为待优化的

变量。

2. 空中运动阶段，忽略空气阻力的影响，人体只受重力作用。即人在水平方向上做
匀速直线运动，在竖直方向上做自由落体运动。

3. 入水阶段，人体看做是质点入水。
4. 入水时，人的水平速度 v0sinθ > v3。由于潜游的速度比水面游有速度上的优势，

所以此条对 θ 的约束是合理的。

5. 潜游阶段，人体受重力、浮力、水阻力的作用。其中浮力 f2 方向向上，水阻力 f3，

方向与速度方向相反。

6. 假设比赛长度 L 足够长，即 S1 + S2 ≤ L。一般比赛中，运动员总会从潜游状态转

为水面游，因此，这样的假设符合常理。

7. 潜游最大不超过 15m，这是游泳比赛中的一项规定。
8. 当潜游速度降低到 v3 时，就浮出水面游泳。

最后两条假设是人浮出水面的条件，即达到二者任意一项就浮出水面。

由于第一阶段的运动较为简单，t1 和 S1 容易计算得到。而第二阶段人体受力 f3 随

速度不断变化，因此分析较为复杂，下面针对第二阶段人体的运动和受力，结合已学知

识，给出几个模型，并进行分析。

3 数学模型

本节将针对本文提出的优化问题，结合已学知识，建立数学模型。第一小节根据牛

顿定律，给出了第一阶段的运动时间和位移的关系式。后续三小节针对第二阶段的运动

建立了不同的数学模型。首先，第二小节介绍了一个抛物线运动模型，这是一元二次函

数、抛物运动的结合，描述了位移和时间的关系。其次，第三小节更加细致地分析了潜
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游中人体的阻力、速率、位移的关系，建立了一个二元微分方程模型。最后，第四小节

根据合理假设，介绍了另一个微分方程模型，其更容易求解。

3.1 空中运动阶段

在人从跳台出发到入水的过程中，人主要受重力作用的影响，因此运动加速度为 g。

起跳时，人体具有水平速度 v0sinθ，竖直速度 −v0cosθ。运动位移、初速度、重力加速

度、时间满足如下关系。

−h = v0cosθt1 −
1

2
gt21. (6)

根据公式6，解得

t1 =
v0cosθ +

√
v20cos

2θ + 2gh

g
. (7)

S1 = v0sinθt1 =
v0sinθ(v0cosθ +

√
v20cos

2θ + 2gh)

g
. (8)

人入水时的入水角 α0 满足

tanα0 = −
√

v20cos
2θ + 2gh

v0sinθ
(9)

3.2 水中运动的抛物线模型

本模型用简单的抛物线描述人体在水下的潜游过程。设人体潜游运动的速度方向与

前进方向的夹角为 α。人体在前进方向和竖直方向上受到的合力 F0, F1 分别为

F0 = f0 − f3cosα. (10)

F1 = f1 − f3sinα + f2 −G. (11)

本模型的假设如下。

1. 潜游阶段 F0 始终为 0，即人体提供的向前的动力 f0，随 f3 和 α 变化，见公式12。
2. 潜游阶段 F1 始终不变，竖直方向的加速度始终不变，即人提供的向上的动力 f1

随 f3 和 α 变化，见公式16。
3. 第二阶段运动的抛物线与第一阶段的抛物线速度连续（切向连续）。
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图 2: 模型一：抛物线模型

假设 2 说明了第二阶段做抛物线型运动，假设 3 说明两个运动过程是切向连续的，
即人体整个运动曲线是光滑的。

由于人水平方向受力 F0 = 0，人水平方向做匀速直线运动，而问题假设中 v0sinθ >

v3 保证了人水下速度始终大于 v3。因此人浮出水面时一定满足 S2 = 15m。同时由于

F0 = 0，则人提供的向右的动力 f0 满足如下等式。

f0 = f3cosα. (12)

根据牛顿第二定律，人在水平方向上做匀速直线运动，则

t2 =
15

v0sinθ
. (13)

根据动量定理和抛物运动的对称性有

F1t2 = m(
√
v20cos

2θ + 2gh− (−
√

v20cos
2θ + 2gh)) = 2m

√
v20cos

2θ + 2gh. (14)

根据公式11，13和14，解得

f1 − f3sinα + f2 −G = F1 =
2mv0sinθ

√
v20cos

2θ + 2gh

15
. (15)

即人提供的向上的动力 f1 满足如下等式。

f1 = f3sinα− f2 +G+
2mv0sinθ

√
v20cos

2θ + 2gh

15
(16)
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根据公式7，8，13，4和 S2 = 15，便可得到本模型的目标。该模型中，公式12和16对目
标求解没有直接关系，但是这对运动员在潜游阶段的发力提供了指导意见。

3.3 水中运动的微分方程模型一

本模型使用微分方程组准确地描述人在潜游阶段的受力、速度的关系，准确刻画了

人的运动过程。这里 α, F0, F1 定义同抛物线模型。

本模型的相关假设如下。

1. 人提供的向前的动力 f0 为常量，保持不变。

2. 人提供的向上的动力 f1 为常量，保持不变。

图 3: 微分方程模型一

假设潜游阶段人体向右和向上的速度分别为 v1 = v1(t) 和 v2 = v2(t)，则

v =
√
v21 + v22 (17)

tanα =
v2
v1
, cosα =

v1√
v21 + v22

, sinα =
v2√

v21 + v22
. (18)

此时，F0, F1 如下。

F0 = f0 − f3cosα

= f0 −
1

2
Cρ1s̄(v

2
1 + v22)

v1√
v21 + v22

= f0 −
1

2
Cρ1s̄v1

√
v21 + v22 (19)

F1 = f1 − f3sinα + f2−G

= f1 + ρ1gV −mg − 1

2
Cρ1s̄(v

2
1 + v22)

v2√
v21 + v22
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= f1 + ρ1gV −mg − 1

2
Cρ1s̄v2

√
v21 + v22 (20)

根据牛顿第二定律，在水平方向和竖直方向上，F0 和 v1，F1 和 v2 满足如下关系。

F0 = m
dv1
dt

(21)

F1 = m
dv2
dt

(22)

联立公式19，21，20，22得到如下方程组。

m
dv1
dt

= f0 −
1

2
Cρ1s̄v1

√
v21 + v22 (23)

m
dv2
dt

= f1 + ρ1gV −mg − 1

2
Cρ1s̄v2

√
v21 + v22 (24)

以上等式23和24是关于 v1 和 v2 的非线性微分方程组。其初值条件为 v1|t=0 = v0sinθ，

v2|t=0 = −
√
v20cos

2θ + 2gh。最终可解得 v1(t) 和 v2(t)，又根据

dS

dt
= v1(t) (25)

和初值条件 S|t=0 = 0 可解得水平位移 S(t)。

通过解方程 v1(t) = v3 得 t′2，解 S(t) = 15 得 t′′2，则

t2 = min{t′2, t′′2} (26)

即两个出水条件满足其一就出水面。再通过 S(t2) = S2 得到位移。最后根据公式4，7，
8，t2, S2，便可得到本模型的目标函数。

3.4 水中运动的近似微分方程模型二

在3.3节中建立的模型中，方程组23，24是非线性的微分方程组，在 f0 ̸= 0，f1 +

ρ1gV −mg ̸= 0 时难以理论求解。因此，本小节对其进行近似处理。由于在潜游过程中，

人的速度主要是水平方向，所以本部分，我们只分析水平方向的运动，竖直方向的速度

和受力忽略。

本模型中的相关假设如下。

1. 人提供的向前的动力 f0 为常量，保持不变，且其始终保证 F0 < 0。

2. 水平方向的水阻力与水平方向的速度满足公式3。

11



图 4: 微分方程模型二

假设潜游阶段人体向右的速度为 v1 = v1(t)，则

F0 = m
dv1
dt

= f0 −
1

2
Cρ1s̄v

2
1 (27)

这是关于 v1 的微分方程，根据 x > 1 时
∫

1
1−x2dx = 1

2
lnx+1

x−1
+ C0，其中 C0 为一常

数，和初始条件 v1|t=0 = v0sinθ 解得

v1(t) =
2

(C1v0sinθ+1
C1v0sinθ−1

e
2C1f0t

m − 1)C1

+
1

C1

(28)

其中 C1 =
√

Cρ1s̄
2f0
。再根据 dS

dt
= v1,

∫
1

ket−1
dt = ln(ket − 1)− t+C0，其中 C0 为一常数，

和初始条件 S|t=0 = 0，解得

S(t) =
2m

Cρ1s̄
ln
(C1v0sinθ + 1

2
e

2C1f0t
m − C1v0sinθ − 1

2

)
− t

C1

(29)

通过解方程 v1(t) = v3 和 S(t) = 15 分别得到解 t′2 和 t′′2，则

t2 = min{t′2, t′′2} (30)

再通过 S(t2) = S2 得到位移，最后根据公式4，7，8，t2, S2，便可得到本模型的目标函

数。

在水平方向的受力 F0，对比公式27和19，可以发现本模型使用 v21 替换了上一个模

型中的 v1
√

v21 + v22。一般潜游阶段的水平速度 v1 比竖直速度 v2 更大，因此，本模型中

的近似处理是合理的。

12



4 实验部分

本部分使用本人游泳的相关数据，根据抛物线模型和微分方程模型二，通过 Math-
ematica 软件计算了适合我的最优的起跳角度。

此处，重力加速度 g = 9.8N/kg，重心距台面高度 h1 = 0.5m，出发台面距水面

高度 h2 = 0.7m，重心距水面 h = 1.2m，水的阻力系数 C = 0.932，人体密度 ρ0 =

1.04× 103kg/m3，水的密度 ρ1 = 0.997× 103kg/m3.
我的相关数据主要包括：初始起跳速度 v0 = 4.0m/s，水面游的速度 v3 = 1.6m/s，

身高 1.7m，体重 m = 55kg。根据身高体重估算出地面投影面积 s̄ = 0.031m2，向前的

牵引力 f0 = 300N。

70 75 80 85 90
θ

-10.2

-10.1

-10.0

-9.9

-9.8

G(θ)

G(θ)和θ的关系

50 60 70 80 90
θ

-10.0

-9.8

-9.6

-9.4

G(θ)
G(θ)和θ的关系

图 5: 左：抛物线模型中 G(θ) 和 θ 的关系，右：微分方程二中的 G(θ) 和 θ 关系

在抛物线模型中，根据公式7，8，13，4和 S2 = 15，得到 G(θ)关于 θ 的具体表达式

G(θ) =
v0cosθ +

√
v20cos

2θ + 2gh

g
(v3 − v0sinθ) +

15v3
v0sinθ

− 15.

将 G(θ) 对 θ 求导，可以得到最优的 θ∗ = 82.67◦，G(θ) 和 θ 的关系用 Mathematica
软件进行绘制，见下图中左图所示。

在微分方程模型二中，根据公式4，7，8，30，29可知，G(θ) 和 θ 的关系较为复杂，

难以直接建立这二者的关系，因此采用了数值求解的方法。对离散的 θ，求解相应的 t2，
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进而求得 G(θ)，这也是在 Mathematica 中完成。最终 G(θ0) 和 θ0 的关系绘制在了下图

中的右图中，最优的 θ∗ = 71.21◦。

本文得出的最优起跳角度与文献 [4] 的推荐范围 63.16◦ − 74.34◦ 基本相符，并且本

文的模型和方法可以根据运动员的个人参数为其计算适合自己的最优起跳角度。

5 总结

本文从个人兴趣爱好出发，提出了一个游泳运动的最优起跳角度问题。通过牛顿定

律、阻力计算公式，我分析了游泳运动的一般过程、受力情况、速度、位移等情况，并

结合所学知识和游泳比赛规则，通过数学推导和微积分知识，我建立了潜游阶段的抛物

线模型和微分方程模型一，得到了游泳成绩与起跳角度的数学关系。通过合理假设与简

化，得到了一个更合理的，更易求解的微分方程模型二。最后，结合我的个人相关参数，

通过理论求解和 Mathematica 数值求解得到了相关模型的推荐起跳角度。
本文提出的模型基于游泳运动的物理分析，建立了变量与目标的数学关系，给出了

具体的求解方程和方法。运动员根据个人的数据，利用这些模型，可以求出最适合自己

的起跳角度，进而提供个性化指导。
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