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欧拉磁摆的动力学与反常进动摇曳 

摘要 

本文研究了一种由若干强磁铁构造的欧拉摆在外磁场与重力场中的

动力学行为。我们首次报道了这一欧拉磁摆在运动中出现的进动方

向交替的现象，我们将此现象称为反常摇曳。首先，我们用分析力

学和转动方程分别刻画了理想无阻尼欧拉摆轨迹的动力学与运动的

若干特征频率。进一步，在实验中我们对进动频率定量测量，检验

了理论模型在无耗散时的正确性。特别地，实验中我们注意到欧拉

摆的进动会在一定情况下出现方向的反复，这在一般的椭圆摆体系

中并未发现。为解释这一现象，我们在理论上求解了进动角速度与

摆角的二维相图，帮助我们确认阻尼带来的能量耗散使得欧拉摆在

运动中穿过相图的不同区域从而产生的反常进动摇曳。最后，对反

常进动摇曳的频率-时间曲线的定量测量表明，欧拉摆进动角速度的

幅值和摇曳的切换频率在一定情况下会随着摇曳的进行而增大。本

文的研究有助于深入理解耗散转动系统的能量转换，所搭建的实验

装置也能用于进一步探索该系统不同转动自由度耦合带来的更多丰

富有趣的运动模式。 

 

关键词：欧拉磁摆；动力学方程；轨迹；轴向进动；非闭合椭圆进

动曲线；反常摇曳 
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1 引言 

一枚类似硬币的圆盘在桌子上不断旋转滚动，这就是近年来饱受关注的欧

拉盘模型。2000 年，H. K. Moffatt [1]在 Nature 上发表文章分析了欧拉盘特殊的

能量耗散机制，即在能量耗散的同时，欧拉盘的进动角速度变大，转速增快。

他同时给出了在绝热条件下的停转时间，即时间奇点的大小和计算方法。后

来，Lars Bildsten [2]提出了边界层理论，对欧拉盘的空气耗散模型进行了修

正。R. I. Leine [3]在第七届欧洲固体力学会议上发布报告详细分析了不同条件

下欧拉盘的停摆时间。H. Caps 等人[4]创新的使用激光反射的方法进行定量实

验，得到类似结果。D. Petrie 等人[5]研究了欧拉盘的接触问题，确定了在大角

度下欧拉盘接触点不滑动，在小角度下会有滑动的现象并给出相应理论解释，

A.V. Borisov 等人[6]对粗糙平面上欧拉盘跳起离地现象进行了分析。M. Saje 和

D. Zupan [7]与 P. Kessler 和 O.M. O’Reilly [8]先后分析了因材料耗散产生声音的

物理机制。A.A. Stanislavsky 和 K. Weron [9]重点研究了欧拉盘的非线性行为。 

欧拉盘这种总能量持续减少，但盘的转速却增加的特殊性质，使其停转时

间较长。有人依据此特征，开发了能长时间转动、具有周期性的欧拉盘解压玩

具，如图 1 所示。 

 

图 1 欧拉盘解压玩具 

（图片来源：https://myscienceshop.com/） 

欧拉盘解压玩具的这种神奇的性质吸引了我的兴趣。我尝试去了解欧拉盘

背后的物理原理。这让我发现，在欧拉盘的众多理论之中，过往研究人员主要

着手于盘体旋转频率及空气和材料耗散等方面的理论和发声、滑动、跳起等现

象，而忽略了欧拉盘的运动轨迹及其自转轴指向等问题。然而欧拉盘的轴向长

度太短，其实验现象并不明显，不好定量测量，于是我将欧拉盘模型进行改

进，在不改变其圆柱形的几何架构的情况下，将欧拉盘在轴向延伸，由盘状拉



欧拉磁摆的动力学与反常进动摇曳 

5 

 

伸为柱状，并将其倒置使用磁场悬挂，于是我们得到了一个如图 2 所示的模

型。 

 

图 2 欧拉磁摆模型示意图 

 

其中，中间的白色材料为一块由非磁性材料制成的厚板。上方固定一块大号钕

磁铁，下方悬挂一根磁棒，并将其旋转，抬起一定角度后释放。 

本文的具体安排如下：在第二节中，本文首先剖析了欧拉磁摆的运动模

式，并给出欧拉摆椭圆摆运动、轴向进动、椭圆进动的定性解释。接着，本文

从拉格朗日力学的角度入手，建立了欧拉摆的欧拉拉格朗日方程，并通过

Mathematica 进行数值模拟，解得了摆的运动轨迹，并给出了磁摆的轴向进动角

速度的解析结果。第三节中我们进行了定量实验研究，检验了理论模型的合理

性。在第四节，我们对第三节中意外观察到的进动反常摇曳现象进行了细致研

究，在一定条件下，厘清了欧拉磁摆反常进动摇曳的物理实质。最后，根据我

们建立的欧拉磁摆运动学理论，结合有关的解压心理学研究，本文自主研发了

一个欧拉磁摆解压玩具。 

2 理论分析 

2.1 定性分析 

欧拉磁摆的模型可以理解为由磁铁引力和重力的共同作用下所产生的回复

力矩引发的带有两个非完整约束的四自由度的非保守系统。经过实验观察，在

本文的欧拉摆模型中，我们考虑纯滚约束条件，具体纯滚约束的合理性在附

录？中有所讨论。在纯滚条件的基础上，我们研究欧拉摆的运动模式如图三所

示。 
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图 3 欧拉摆磁棒下端顶点运动轨迹 

 

观察欧拉摆磁棒下端顶点运动轨迹。由图 3c 可得欧拉摆自转轴绕中心轴向

进动，磁棒下端运动轨迹近似为椭圆轨道，即欧拉摆做椭圆摆运动。严格来

说，欧拉摆的下端运动轨迹是非闭合椭圆进动曲线，即椭圆不闭合，其长轴绕

中心轴向进动。于是，本文在这里定义欧拉摆的三个典型运动特征，第一其整

体运动为椭圆摆，第二是其轴向进动，第三是其椭圆进动。 

首先，本文对欧拉摆做椭圆摆运动进行解释。显而易见，如果整个系统为

理想条件下的完美体系，在不给予初速度释放的情况下，欧拉摆的运动模式只

可能为普通复摆运动，或者做基本的圆锥摆运动，不应有着两种运动模式之外

的其他运动形式。所以整个欧拉摆模型不应该是绝对的理想模型。在这里，我

们提出正反馈效应，以解释欧拉摆的这一椭圆轨道运动现象。 

正反馈效应认为欧拉摆体系存在诸多的非理想性，而这些非理想性为欧拉

摆提供了不同方向的微扰，进而提供了欧拉摆切向的初始速度。此切向的冲量

导致欧拉摆的运动轨迹由一个简单的复摆或者基本圆锥摆逐步演化为椭圆摆的

运动。如图三所示，可以看出椭圆的离心率逐渐减小，证实椭圆微扰的效果在

被放大。在此，本文提出几个欧拉摆非理想性的可能来源。 

首先，由于磁场分布无法达到绝对均匀，非磁性材料和磁铁边缘不平整，

加之气流扰动等偶然因素，引起轨道偏移；同时，如图 4 所示，因接触点所在
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直径与摆平面不必然平行，加大轨道偏移，引起正反馈，为欧拉摆提供了切向

冲量。 

 

图 4 接触点不在摆平面上 

2.2 欧拉拉格朗日方程求解摆的底部运动轨迹 

在本节中，我们忽略空气耗散及材料耗散可能带来的影响，即把整个体系

视作保守系统，并考虑使用欧拉-拉格朗日方程[10]解出欧拉摆在无耗散体系下

的运动模式。欧拉-拉格朗日方程广义坐标的设置如图 5。𝒙, 𝒚顶部接触点的位

置，𝜽代表摆角。𝝓和𝝍分别代表了绕𝒙, 𝒚所在轴的转动坐标与摆的自转坐标。𝜼

和𝝃分别代表了径向方向与轴向方向的方位矢量。同时在此，我们定义如下几组

物理量来表征欧拉摆轴向指向的变化。摆角𝜃及章动角速度𝛺𝜃，轴向进动角𝜃0

与轴向进动角速度𝛺0，椭圆进动角𝜃𝑝与椭圆进动角速度𝛺𝑝。 

 

图 5 欧拉-拉格朗日方程的广义坐标 

 

因此可以写出系统的拉格朗日量， 
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𝐿 = 𝑇 − 𝑉 [1] 

其中，总动能易得为 

𝑇 =
1

2
𝑚(�̇�𝑐

2 + �̇�𝑐
2 + �̇�𝑐

2) +
1

2
⋅

1

2
𝑚𝑅2 ⋅ (�̇� + �̇� cos 𝜃)

2

+
1

2
(

1

12
𝑚𝑙2 +

1

4
𝑚𝑅2) (�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜃) [2]

 

总势能由总力矩的积分得到 

𝑉 = ∫ 𝜏(𝛼)𝑑𝛼
𝜃

0

[3] 

其中总力矩为 

𝜏(𝛼) = 𝐹𝑙 +
1

2
𝐺ℎ sin 𝛼 [4] 

显示得得到为 

𝜏(𝛼)

=
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0𝑙3
+ (

𝐺𝑙

2
−

3𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2ℎ2

2𝜋𝜇0𝑙4
) 𝛼

−
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2ℎ

8𝜋𝜇0𝑙3
𝛼2 + (

𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0𝑙3

4ℎ2

𝑙
−

1

12
𝐺𝑙) 𝛼3 [5]

 

考虑纯滚约束条件，并将关于时间𝑡不显含的广义坐标𝒙和𝒚代入拉格朗日乘子，

写出欧拉-拉格朗日方程如下（详细推导见附录 1）： 

𝜕

𝜕𝑡
(�̇�) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝑅�̇� sin �̇�) 

𝜕

𝜕𝑡
(�̇�) =

𝜕

𝜕𝑡
(−𝑅�̇� cos �̇�) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜃
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜙
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜓
−

ⅆ

ⅆ𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) 𝑅 sin �̇� +

ⅆ

ⅆt
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) 𝑅 cos �̇� [6] 

我们将此方程组代入 Mathematica 进行数值求解（Mathematica 的代码在附

录 I 中给出）,解得欧拉摆的磁棒下端定点运动轨迹如图 6 所示。从轨迹图像可以

看出，在无耗散的理想条件下，欧拉摆磁棒下端定点运动轨迹，是一个不闭合的

进动椭圆曲线。 
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图 6 欧拉摆磁棒下端定点运动轨迹 

2.3 轴进动角速度的解析分析 

本节旨在欧拉-拉格朗日方程的基础上，进一步对轴向进动角速度进行解析

分析，为第四节椭圆进动角速度分析做铺垫。 

 

图 7 欧拉摆旋转的解析分析示意图 

 

如图 7 所示，在接触距离𝑟和摆角𝜃一定的前提下，角动量定理给出 

ⅆ𝐿

ⅆ𝑡
= 𝜏(𝜃) = 𝛺0𝐿𝑥 [7] 

将𝐿𝑥以惯量张量的形式展开 
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𝐿𝑥 = �⃡� ⋅ (𝜔 + Ω0) ⋅ 𝑒�̂�

=
1

2
𝑚𝑅2𝜔 sin 𝜃 −

1

2
𝑚𝑅2𝛺0 cos 𝜃 sin 𝜃 + (

1

4
𝑚𝑅2 +

1

12
𝑚𝑙2) 𝛺0 sin 𝜃 cos 𝜃

+𝑚 (𝑟 − 𝑅 cos 𝜃 +
𝑙

2
sin 𝜃) (

𝑙

2
cos 𝜃 + 𝑅 sin 𝜃) 𝛺0 [9]

 

直接得到 

𝛺0 =

√

𝜏(𝜃)

1
2 𝑚𝑅2 (

𝑟
𝑅 − cos 𝜃) sin 𝜃 + (

1
4 𝑚𝑅2 +

1
12 𝑚𝑙2) sin 𝜃 cos 𝜃

+𝑚 (𝑟 − 𝑅 cos 𝜃 +
𝑙
2 sin 𝜃) (

𝑙
2 cos 𝜃 + 𝑅 sin 𝜃)  

[10]

 

利用该式，我们在图 8 绘出𝛺0关于接触距离𝑟和摆角𝜃的相图 

 

图 8 轴向进动角速度𝛺0关于接触距离𝑟和摆角𝜃的关系 

 

由图 8 可知，对于无耗散欧拉摆，给定一个接触距离，摆角变小时，总力

矩和相应的转动惯量分量都变小。显然，在𝑟相对较大区域（𝑟 > 0.02m）,等效

转动惯量随摆角变化程度低于力矩随摆角变化程度，导致轴向进动角速度明显

变小；然而，在𝑟相对较小区域（𝑟 < 0.02m）,轴向进动角速度随摆角变小可能

出现先减小后增大且渐强的情况（图中由红变黄再转红），这一点在我们的定

量实验中发现了，即在某些摆角减小的过程中摆的轴向进动加快。最后，我们

还要提到一种极限情况，即𝑟 → 0，此时摆的上端自由度被限定为定点，该欧拉

摆退化为一仅有 2 个自由度的给定初始进动转动惯量的椭圆摆，这种情况下轴

向进动的角速度将趋于恒定。至此，图 8 的理论结果表明，正是因为欧拉摆上

端点与所绕转轴的距离差异，导致了进动角速度随摆角变化的丰富行为。 
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3 定量实验 

3.1 实验装置及过程 

 

图 7 实验装置展示 

 

如图 7 所示为定量实验装置。实验中使用不导磁的支架，支撑实验装置。

并将欧拉摆固定在镜面上下。非磁性材料采用镜面是考虑到镜面摩擦系数较

小，材料耗散较小，摆动时间较长，更便于观察现象。本实验中采用熔断法烧

断毛线释放磁摆，以减少释放时偶然误差的干扰；同时使用手机从正下方拍

摄，并使用 Tracker 软件进行视频分析，如图 8 所示。 

 

图 8 Tracker 软件视频处理分析 
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如图 9 所示，对于磁棒的控制，实验中我们采用圆片状的钕磁铁片组装成

磁棒代替诸如被磁化的铁芯等方法，其目的在于可以通过增加或减少磁片数量

改变磁棒长度。同时，实验选用不同直径的磁片，例如 0.606cm、0.800cm、

1.004cm、1.202cm 等，以改变磁棒半径。 

 

图 9 不同直径的磁片及大钕磁铁 

3.2 对理论结果的定量检验 

基于上一节所搭建的实验装置，我们可以对该体系中欧拉摆任意几何位置

进行追踪打点，从而确定其运动轨迹。显然，要想对理论结果进行检验，直接

比较实验中所得到的轨迹与理论方程给出的计算轨迹是最直接的。然而，在理

论部分，我们忽略了机械摩擦和空气摩擦等一系列耗散力，这会导致理论预测

的轨迹与实验轨迹出现差异且会随着时间的增加而累计越发大的误差。因此，

轨迹比对无法实现对理论模型所给出欧拉摆的物理实质的检验。 

当然，我们也注意到如下事实，对于一个经典的耗散模型，耗散谐振子

[11]而言，其运动的特征频率𝜔在耗散系数𝛾远小于无阻尼时本征频率𝜔0的情况

下就等于本征频率。在本文中，我们所关注的欧拉摆进动频率约 10-30Hz，而

阻尼的特征时间一般在 1 分钟以上（即𝛾 < 1 60⁄ ）。这意味着，如果我们认为

耗散对欧拉摆的周期运动影响与耗散谐振子中阻尼的影响有相似的特征，则可

以推断尽管阻尼对轨迹的影响不可忽略，但是却几乎不影响系统的进动频率。

因此，我们在实验部分直接对磁棒顶端接触点的运动轨迹进行采样打点进而得

到欧拉摆的进动频率，并和理论部分基于 3.3 的模型给出的解析结果计算进行

分析对比。 

以下，是对于轴向进动角速度进行定量检验 
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表 1 轴向进动角速度检验实验 A 

系统/测量参数值 理论 实验 

𝒎(𝐠) 20.1 ± 0.1 

𝑳(𝐦𝐦) 35.56 ± 0.02 

𝑹(𝐦𝐦) 4.784 ± 0.005 

𝒓(𝐦𝐦) 9.154 ± 0.005 

𝜽(𝐫𝐚𝐝) 0.263 ± 0.010 

𝜴𝟎(𝐬−𝟏) 22.6 22.9 ± 0.2 

 

表 2 轴向进动角速度检验实验 B 

系统/测量参数值 理论 实验 

𝒎(𝐠) 45.9 ± 0.1 

𝑳(𝐦𝐦) 79.46 ± 0.02 

𝑹(𝐦𝐦) 5.060 ± 0.005 

𝒓(𝐦𝐦) 6.079 ± 0.005 

𝜽(𝐫𝐚𝐝) 0.242 ± 0.010 

𝜴𝟎(𝐬−𝟏) 16.7 16.3 ± 0.2 

 

经检验，对于不同规格的磁摆，在不同初始条件下，其轴向进动角速度理

论值与实验值均匹配，充分验证在轴向进动角速度解析结果的正确性。 

同时值得注意的是，我们观察到在实验过程中，欧拉摆在一定条件下会出

现反向进动的现象，这是一般的椭圆摆所不具有的性质，本文将在第 4 节中展

开分析。 
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4 欧拉磁摆的反常进动摇曳 

 

图 10 欧拉磁摆的反常进动摇曳 

 

图 10 中欧拉摆运动轨迹的颜色变换代表了一种磁摆的进动方向，即颜色交

替代表进动反向。由此可知，我们观察到随时间的变化，欧拉摆的摆动的副值

逐渐变小，但椭圆进动运动不断改变方向。这种椭圆进动角大小的往复震荡，

我们称其为欧拉磁摆的反常进动摇曳现象。 

为解释这一现象，我们在小角近似下的前提下，定量求解椭圆进动角速度

关于距离𝑟和摆角𝜃的关系 

𝜃 = 𝜃0 + 𝛿 (𝛿 ≪ 𝜃0) [11] 

易得 

𝐼�̈� = 𝜏(𝜃) − Ω0𝐿𝑥 [12] 
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进行微扰论展开�̈� + Ω𝜃
2 𝛿 = 0，得到章动角频率与距离𝑟和摆角𝜃的关系 

                     

. [13] 

椭圆进动角速度的实质是轴向进动角速度与章动角频率存在相位差，进而得到

进动角速度 

Ω𝑝 = Ω𝜃 − Ω0 [14] 

根据该式，我们在图 11 绘出𝛺𝑝关于接触距离𝑟和摆角𝜃的相图 

 

图 11 椭圆进动角速度𝛺𝑝关于接触距离𝑟和摆角𝜃的关系 

 

图 11 中灰色区域的解与小角近似的前提不自洽需要进一步研究求解。而正

常区域是能够与实验对比的小角区域。该区域中可以看到，在不同的𝑟 − 𝜃的参

数空间，摆的进动角速度可以有不同方向。这就意味着，在给定一个𝑟时，若摆

在运动过程中的最大摆角出现变化，就可能导致摆的进动方向变化。显然，摆

的最大摆角反映了系统总能量的大小，最大摆角减小意味着总能量减小。这一

过程刚好可以由阻尼耗散实现。因此我们得出结论，阻尼耗散导致的能量减小

使得欧拉摆最大摆角减小，导致摆动过程中欧拉摆的进动方向出现变化，这就

是我们观察到反常摇曳的物理本质。 
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图 12 欧拉磁摆的反常进动摇曳的频率-时间曲线 

 

如图 12 所示，不同参数下的实验结果表明，我们所关心的进动角速度确实

随着欧拉摆的摆动出现了方向多次交替变化的现象。需要注意的是，按照我们

根据图 11 给出相图的解释，若𝑟固定不变，则交替在小角度区域仅仅可能出现

一次，因为最大摆角随着能量耗散的进行是单向见小的。因此，这里的多次方

向交替意味着，实验中的摆端点轴间距𝑟可能并非一个常数，而是时间依赖的。

若𝑟随着时间可以呈现一定程度的震荡，则在图 11 相图中，进动角速度除了可

以因为最大摆角减小而变号，还可以因为𝑟的震荡实现沿着相图竖直轴的上下交

替变化，从而实现更多次的转动方向变化，及多次往复的反常摇曳。关于这一

点的定量研究，需要将𝑟作为额外自由度引入拉格朗日方程，求解更严格的运动

轨迹来进一步确认。 

此外，图 12 的结果还显示出，反常摇曳自己呈现出一定的准周期性，随着

时间的进行，摇曳角速度的振幅与交替频率在某些情况下呈现增加的趋势。这

部分的研究需要接下来更多的数据佐证，我们希望用短时傅立叶变换找到其中

存在的正则模式与正则频率。关于这一点的理论与实验定量比对，在目前的框

架下还无法深入进行，这将会是我们在该问题接下来的探索中的重要方向。 
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5 总结与展望  

本文研究了一种磁制欧拉摆的动力学与运动轨迹。该欧拉摆在重力、外磁

场和耗散力的共同作用下做阻尼椭圆摆动。在理论研究部分，我们基于拉格朗

日力学给出了无耗散欧拉摆的动力学方程，数值求解发现该摆轨迹是非闭合的

类椭圆轨迹簇。此外，利用角动量定理，我们给出了椭圆摆轴向进动速度关于

摆角与摆端点轴间距的二维函数图像。结果表明，摆端点轴间距的不同会导致

轴向进动速度关于摆角的变化有不同的行为，如迅速减小、先见小后增大等。

这是欧拉摆具有丰富动力学行为的原因之一。 

接着，我们在定量实验部分基于对欧拉摆不同位置的运动捕捉，确定了其

运动轨迹和轴向进动频率。实验结果表明无阻尼的理想模型对该系统有较高适

用性。与此同时，实验中我们意外发现欧拉摆进动过程会出现进动方向反向现

象，且该反向会反复多次出现。我们将此发现命名为反常进动摇曳。考虑到无

阻尼的理论模型给出的轨迹并不会出现进动反常摇曳，我们猜测摩擦阻尼的存

在是该现象产生的原因。 

为确认反常进动的产生机制，我们从理论上计算了进动角速度关于欧拉摆

最大摆角和摆端点轴间距的二维相图。结果表明，只要最大摆角减小，欧拉摆

就可能实现角速度方向的突然反向。这就意味着，阻尼带来的能量耗散导致的

最大摆角减小就是反常摇曳的核心机制。我们进一步通过对进动角速度的测

量，实验上得到了反常摇曳频率随时间变化趋势。结果表明，反常摇曳的角速

度幅值和方向交替频率都会随着摇曳的进行而增大。关于此部分的定量理论研

究，和潜在的阻尼导致不同转动自由度耦合带来的更多丰富动力学是我们在该

问题上下一步研究的重点。 

最后，在本文的理论与实验研究的启发下，我们设计了一种解压欧拉摆玩

具。它可用于日常家居装饰和通过有趣丰富的周期运动模式，达到让观者解压

和舒缓的目的，如图 11 所示 
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图 11 欧拉磁摆解压玩具 

根据 E.J. Cohen 等人[12]基于手指陀螺的研究，有周期性的、能给予人共振

之感的快速旋转的物体能使人集中注意力，进而缓解压力。同时，有一定频率

的声音刺激也能使人放松心神，这也正式欧拉磁摆解压玩具所具有的。 
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附录 

本附录对正文若干讨论进行补充分析与数据支持 

附录 1. 欧拉-拉格朗日方程的详细推导 

系统的拉格朗日量 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 [附录 1] 

由克尼希定理写出系统的总动能 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝑐

2 +
1

2
𝐼𝜉 �̇�2 +

1

2
𝐼𝜂�̇�2 [附录 2] 

并进行惯量张量展开，易得 

𝑇 =
1

2
𝑚(�̇�𝑐

2 + �̇�𝑐
2 + �̇�𝑐

2) +
1

2
⋅

1

2
𝑚𝑅2 ⋅ (�̇� + �̇� cos 𝜃)

2

+
1

2
(

1

12
𝑚𝑙2 +

1

4
𝑚𝑅2) (�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜃) [附录 3]

 

质心的坐标为 

𝑥𝑐 = 𝑥 + (
1

2
sin 𝜃 − 𝑅 cos 𝜃) cos 𝜙 [附录 4] 

𝑦𝑐 = 𝑦 + (
1

2
sin 𝜃 − 𝑅 cos 𝜃) sin 𝜙 [附录 5] 

𝑧𝑐 =
1

2
cos 𝜃 + Rsin 𝜃 [附录 6] 

势能由总力矩的积分得到 

𝑉 = ∫ 𝜏(𝛼)𝑑𝛼
𝜃

0

[附录 7] 

由磁偶极子和磁四级子模型推得 

𝐵𝑟 =
9𝑞𝑚𝑙2

4𝜋𝜇0𝑟4
sin 𝛼 cos 𝛼 [附录 8] 

𝐵𝜃 = −
3𝑞𝑚𝑙2

16𝜋𝜇0𝑟4
cos 2𝛼 [附录 9] 

推得切向磁场强度 

𝐻𝜃 =
1

4𝜋𝜇0
(

𝑀1𝑆1𝑙1

𝑟3
cos 𝛼 −

3𝑙1
2𝑀1𝑆1

𝑟4
sin 2𝛼) [附录 10] 

将磁场力𝐹 = 𝑀2𝑆2𝐻𝜃进行泰勒展开，可得磁场力的表达式 
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𝐹 =
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0𝑟3
(1 −

6𝑙1

𝑟
𝛼 −

1

2
𝛼2 +

4𝑙1

𝑟
𝛼3) [附录 11] 

(𝑠𝑖𝑛 2𝛼 ≈ 2𝛼 −
4

3
𝛼3      𝑐𝑜𝑠 𝛼 ≈ 1 −

1

2
𝛼2) 

得到总力矩的大小 

𝜏 = 𝐹ℎ +
1

2
𝐺ℎ sin 𝛼

=
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0ℎ3
+ (

𝐺ℎ

2
−

3𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2𝑙1
2

2𝜋𝜇0ℎ4
) 𝛼

−
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2𝑙1

8𝜋𝜇0ℎ3
𝛼2 + (

𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0ℎ3

4𝑙1
2

ℎ
−

1

12
𝐺ℎ) 𝛼3 [附录 12]

 

写出欧拉-拉格朗日方程组 

ⅆ

ⅆ𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑥 = 𝜆𝑥 

ⅆ

ⅆt
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑦
+ 𝜆𝑦 = 𝜆𝑦 

ⅆ

ⅆ𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜃
 

ⅆ

ⅆ𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜙
 

ⅆ

ⅆ𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜓
− 𝜆𝑥𝑅 sin �̇� + 𝜆𝑦𝑅 cos �̇� [附录 13] 

由纯滚约束条件可得 

�̇� = 𝑅�̇� sin 𝜙 [附录 14] 

�̇� = −𝑅�̇� cos 𝜙 [附录 15] 

广义坐标𝒙和𝒚关于时间𝑡不显含，代入拉格朗日乘子，得到 

𝜕

𝜕𝑡
(�̇�) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝑅�̇� sin �̇�) 

𝜕

𝜕𝑡
(�̇�) =

𝜕

𝜕𝑡
(−𝑅�̇� cos �̇�) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜃
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜙
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜓
−

ⅆ

ⅆ𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) 𝑅 sin �̇� +

ⅆ

ⅆt
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) 𝑅 cos �̇� [附录 16] 

式附录 16 为最终的欧拉-拉格朗日方程。 
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附录 2. 欧拉-拉格朗日方程 Mathematica 求解代码 
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附录 3. 纯滚条件的验证 

 

磁棒质心速度大致约为磁棒底端速度的一半，即磁棒纯滚无滑动。 

附录 4. 欧拉摆的耗散函数求解 

本附录主要研究欧拉摆运动过程中阻碍其运动的耗散，并将耗散拆解为两

部分，碰撞摩擦耗散和空气耗散。本附录主要研究其中的空气耗散部分，建立

有空气耗散下的基本轴向进动角速度模型，和其对应的顶部空气层模型和下端

空气扰动模型，分析可能存在的空气耗散对欧拉摆运动的影响。并希望以其反

应对不可忽略半径的圆柱棒做椭圆摆或类椎摆运动过程中空气耗散的一般性求

解方法。 

 

一、 基本假设与模型建立 

1. 符号约定 

如图 1.2 符号设定，𝛺是轴向进动角速度，表示自

转轴𝑒�̂�绕进动轴𝑒�̂�旋转的角速度。𝑟是接触距离，表示磁

棒和平面的接触点和进动轴的距离。𝜃是磁棒的摆角，

表示自转轴𝑒�̂�与垂直轴的夹角。𝐿为磁棒的长度，𝑅为磁

棒的截面半径，𝜔是自转角速度。 

 

2. 基本假设 
图 2.1 符号约定 
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在这里本附录做如下基本假设，以方便对模型的分析： 

1. 磁棒纯滚，与平面接触点之间不存在相对

滑动 

重复试验表明，磁棒在滚动时不会出现可

观测的滑动运动，而滑动所导致的能量耗

损主要以横向震动的形式呈现，只会在最

后极小角平面摆动阶段产生微弱的影响。 

2. 不考虑章动等扰动对角速度大小变化的影

响，本附录分析的是整体角速度模型，即

磁棒与平面接触点绕中心轴旋转的角速度 

除空气阻力外，主要扰动是又不同方向上的震动（例如章动）导致的。特别

的，Moffatt [1]说明了在不考虑其他扰动的情况下实现精确模型的可能性。 

3. 不考虑最后的极小角类平面摆运动 

其时长太短，并非欧拉摆的典型特征，不是本附录主要研究对象。 

4. 对磁场做适当合理的近似，忽略因磁场所产生的涡旋电场对磁场产生的影响 

由涡旋电场产生的感应磁场的量级远小于磁铁磁场。 

5. 欧拉摆顶部空气层与外界空气之间不存在空气流动 

本质上，欧拉摆与外界空气不发生相互作用或交流。这主要是因为欧拉摆在

摆动过程中虽然会对与其直接接触空气区域造成少量扰动并在短时间内旋转

导致空气缺失造成低压区域，但其物理过程无需其与周边大气的交换，不会

影响区域整体空气流动。 

6. 类平面摆时的摆下部与空气摩擦系数与圆锥摆时的摆下部与空气摩擦系数大

小基本相同 

根据物理常识及模型定义、性质可知。 

 

根据以上基本假设，通过基本物理研究方法，我们可以得出以下的轴向进

动角速度有关于摆角和接触距离的表达式（单位：raⅆ ∙ 𝑠−1）： 

𝛺 = √

𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0𝐿3 + (
𝑚𝑔𝐿

2
−

3𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2𝑙2

2𝜋𝜇0𝐿4 ) 𝜃 −
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2𝑙

8𝜋𝜇0𝐿3 𝜃2 + (
𝑀1𝑀2𝑆1𝑆2

4𝜋𝜇0𝐿3
4𝑙2

𝐿
−

1
12

𝑚𝑔𝐿) 𝜃3

1
2

𝑚𝑅2 (
𝑟
𝑅

− 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + (
1
4

𝑚𝑅2 +
1

12
𝑚𝐿2) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃  + 𝑚 (𝑟 − 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +

𝐿
2

𝑠𝑖𝑛 𝜃) (
𝐿
2

𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃)  

[2.2] 

这里得到的关于角速度的表达式，并不是本附录想研究的空气耗散模型的

主体，只不过为了推出相关的空气耗散模型，我们必不可少的需要一些系数。

图 2.2 欧拉摆的运动 
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而这些系数均可以通过这个式子得到。因为主要研究空隙耗散模型，所以在这

里就不讨论如何由这个式子得到相关的系数的问题了。 

 

3. 基本空气耗散模型 

我们首先考虑一个基本空气耗散模型。根据物理规律[1,2]显然角速度为关

于时间的幂函数的修正，即对时间𝑡，待定函数𝑓以及常数𝑘： 

𝛺 ≈ 𝑓(𝑡)𝑘 [3.1] 

由于摆一定会停止，可设其停止时间为𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝，并且振幅与距离𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝的时间

有关，因此可设： 

𝛺 = 𝑔(𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝 − 𝑡)
𝑘

[3.2] 

一般而言，摆会随时间增加越转越快(Moffatt, 2000)，因此设𝑘 = −𝛼： 

𝛺 = 𝑔(𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝 − 𝑡)
−𝛼

[3.3] 

我们发现，进行修正时需要同时考虑进下端空气扰动的影响，这揭示了我

们需要在前面乘上一个指数型衰减，经过简单变形得到： 

𝛺 = 𝑘𝑚𝑒− 
𝑘
𝑛

𝑡(𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝 − 𝑡)
−𝛼

[3.4] 

式 3.4 为关于轴向进动角速度的基本空气耗材模型。式中，系数𝑚和𝑛由式

2.2 决定，𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝由摩擦耗散决定。𝛼由顶部空气层模型求解，𝑘为磁棒下端与空

气间摩擦阻尼，由下端空气扰动模型决定。 

 

二、 顶部空气层模型的建立与求解 

正如前文所述，顶部空气层模

型的空气粘滞阻力过于复杂，无法

得到解析解，只能近似成幂函数形

式，所以我们不妨进行幂次分析，

简化分析难度。 

如图 3.1 所示，想要得到轴向

进动角速度与时间的幂次关系，需

要分别对轴向进动角速度与摆角之

间的幂次关系和摆角与时间之间的

图 3.1 顶部空气层模型的建立逻辑 

本图是幂次分析的模型，展示了推导过程的逻辑。

本附录从进度角速度与摆角的关系入手；同时研究能量

变化与摆角之间的关系，得出摆角与时间的关系。最终

求出进动角速度与时间的幂次关系，以得到我们基本空

气耗材模型中幂函数的幂次。 
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幂次关系进行分析(Moffatt, 2000)。 

1. 进渐过程模型：轴向进动角速度与摆角 

本节的目的是得到轴向进动角速度𝛺与摆角𝜃之间的关系，而式 2.2 的自变

量有摆角𝜃和接触距离𝑟两个。我们对式 2.2 取进渐过程，即理解其中的变量𝑟是

缓变的，从而在进行幂次分析时，忽略𝑟的影响。同时对力矩进行估计，其零次

项最大。则可将轴向进动角速度，简化为如下的简单表达式： 

𝛺~√
𝜏0

𝐴 + 𝐵𝜃
[3.1] 

其中对于这个模型，我们可以对𝐴和𝐵进行简单的量级估计： 

𝐴 = 𝑚(𝑟 − 𝑅)
𝐿

2
~40𝑚 [3.1.1] 

𝐵 =
1

2
𝑚𝑅2 (

𝑟

𝑅
− 1) +

1

4
𝑚𝑅2 +

1

12
𝑚𝐿2 + 𝑚(𝑟 − 𝑅)𝑅 + 𝑚

𝐿2

4
~2000𝑚 [3.1.2] 

易得： 

𝐵 ≫ 𝐴 

因此，忽略𝐴项的影响，进行幂次分析，可得如下关系式： 

𝛺~√
𝜏0

𝜃
→ 𝜃−

1
2 [3.2] 

 

2. 空气黏滞阻力模型：通过能量耗散与摆角的幂次关系推出摆角与时间的幂

次关系 

1) 能量变化率与摆角 

本节分析能量变化率与摆角之间的幂次关系。因此在这

里我们对顶部空气层模型进行建模。在这个过程中，欧拉摆

做椭圆摆运动，磁棒与平面接触点不断旋转，挤压顶部空气

层快速旋转，造成能量耗散。 

在这里我们假设：顶部空气层与外界空气之间不存在交

流互换。 

基于此假设可以推得：空气流动的角速度等于磁棒旋转

的角速度，因此可以得到空气层速度： 
图 3.2 空气黏滞阻力模型 

本图展示了顶部空气层模型的

建模，其本质为考虑了边际层理论

后的顶层空气快速旋转，产生粘滞

阻力，造成耗散。 
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𝑣𝑚~𝛺𝑅 [3.3] 

基于边界层理论(Bildsten, 2002)，我们同时考虑到

存在一个有效厚度(Landau & Lifshit︠ s︡, 2012)，在这里对

模型进行修正：我们认为主要产生耗散的空气，并不包

括最顶层的空气，而是除最顶层空气外的下部空气层的

所有空气，如图 3.3 所示。 

𝛿~√
𝜈

𝛺

(边界层理论：𝜈 =
𝜇

𝜌
) [3.4]

 

忽略𝑦方向空气流速，对𝑥向空气流速的求导，可得速度梯度。并分别将式

3.3、式 3.4 带入，可得速度梯度与轴向进动角速度之间的幂次关系： 

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑧
~

𝑣𝑚

𝛿
~

𝛺𝑅

𝛿
~𝛺

3
2 [3.5] 

推得能量变化率与轴向进动角速度之间的幂次关系： 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
~ − 𝜇 (

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑧
)

2

𝑅2𝛿~ − 𝛺
5
2~ − 𝜃−

5
4 [3.6] 

 

2) 能量与摆角 

前文曾述，力矩主体为零阶项，能量与摆角之间的幂次可推得为一次幂： 

𝐸~𝜏(0)𝜃~𝜃1 [3.7] 

 

3) 摆角与时间 

通过能量与摆角的关系，代换能量变化率与摆角的关系，可得： 

𝜃−
5
4 →

𝑑𝐸

𝑑𝑡
→

𝑑𝜃

𝑑𝑡
[3.8] 

解微分方程得摆角与时间的幂次关系为： 

𝜃 → 𝑡
4
9 [3.9] 

 

3. 轴向进动角速度与时间的幂次关系 

图 3.3 边界层理论 

本图展示的是通过边界层理论得到的

速度梯度的模型。可以直观的看出，最上

层的空气是不参与主要的耗散的.边界层理

论就是考虑合理的空气层厚度，忽略掉最

上层的边界层。 
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将式 3.9 代入式 3.2，易得轴向进动角速度与时间的幂次关系为： 

𝛺 → 𝜃−
1
2 → 𝑡−

2
9 [3.10] 

推得： 

𝛼 =
2

9
≈ 0.222 [3.11] 

 

三、 下端空气扰动模型的建立与求解 

1. 下端空气扰动模型的建立 

我们对下端空气扰的模型定位为整体模型的

一个修正，其在诸多耗散中并不占主体地位，这

可以从本附录后面推导所得出的结论中可以分析

得到。 

在这里本附录展示的是对下端空气扰动模型

中的磁棒下端与空气间摩擦阻尼𝑘进行建模求解的

过程。这里假设： 

当摆做平面摆动时的摩擦阻尼𝑘𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒应等价于

摆做椭圆摆运动时的摩擦阻尼𝑘𝑒𝑙𝑙𝑖𝑝𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 

所以本附录采用如图 4.1 的平面空气扰动模型。 

首先可以写出空气粘滞阻力： 

𝜏 = 𝑘𝛺 [4.1] 

并建立复摆的运动方程： 

𝐼�̈� = −𝑘𝐿2�̇� − 𝑚𝑔𝑑 sin 𝜃      

(边界条件：θ|𝑡=0 = 𝜃0, θ̇|𝑡=0 = 0) [4.2]
 

其中，复摆的转动惯量可以表示为 

𝐼 =
1

4
𝑚𝑅2 +

1

12
𝑚𝐿2 + 𝑚𝑑2 [4.2.1] 

解式 4.2 二阶线性微分方程得关于摆角的表达式为： 

𝜃 = 𝜃0𝑒−𝑘𝑡 cos 𝜔′𝑡 [4.3] 

可以见得，摩擦阻尼𝑘与复摆本身的参数无关，这也是符合物理直觉的。 

 

2. 摩擦阻尼𝒌的求解 

图 4.1 下端空气扰动模型 

本图展示的是为求解下端空气

扰动模型中摩擦阻尼𝑘所建立的平面

摆动模型。其将磁棒悬挂在细线

下，并偏转一定角度释放，通过求

解复摆模型计算出摩擦阻尼𝑘。 
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如图 4.2 所示，是本附录的实验装置，本附录采用 tracker 软件进行视频追

踪分析，并采集单侧摆每一次达到最大振幅时的摆角𝜃𝑚𝑎𝑥。 

由式 4.3 得到理论曲线包络线： 

𝜃𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦 = 𝜃0𝑒−𝑘𝑡 [4.4] 

通过 Python 将实验数据与理论包络曲线式 4.4 拟合，得到关于释

放角𝜃0和𝑘的值。 

 

实验验证求解 

 

对验证实验 1 及验证实验 2 分别进行拟合求解，可得到初始摆角

的理论值，并根实验值进行比对如下： 

{
𝜃0

1 𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦
= 0.551

𝜃0
1 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡 = 0.575

⇒ 𝜃0
1 𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦

≈ 𝜃0
1 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡 [4.5.1] 

{
𝜃0

2 𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦
= 0.765

𝜃0
2 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡 = 0.764

⇒ 𝜃0
2 𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦

≈ 𝜃0
2 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡 [4.5.2] 

三组实验𝜃0的理论值和实验值均相匹配，证明了拟合的合理性。 

同时，我们得到了摩擦阻尼𝑘的数值： 

{
𝑘1 = 1.706 × 10−2

𝑘2 = 1.835 × 10−2
[4.5.3] 

可以发现，两组数据近似相同，证实了摩擦阻尼𝑘与复摆本身的参数无关。 

𝑘1 ≈ 𝑘2 [4.5.4] 

取平均得到理论𝑘值： 

𝑘 =
𝑘1 + 𝑘2

2
=

1.706 × 10−2 + 1.835 × 10−2

2
= 1.771 × 10−2 [4.5.5] 

 

 

 

 

图 4.2 实验装置 

如图。 

表 4.1  摩擦阻尼𝑘的实验验证求解 

序号 磁棒长度𝐿 磁棒截面半径𝑅 磁棒质量𝑚 复摆长度𝑑 

1 18.382 cm 0.502 cm 106 g 28.7 cm 

2 14.980 cm 0.601 cm 124 g 26.9 cm 
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四、 模型分析与检验 

综上所述，我们将顶部空气层模型求解的幂次关系与下端空气扰动模型所

得到的摩擦阻尼的结论代入基本空气耗散模型中，可得： 

𝛺 = 1.771 × 10−2 ∙ 𝑚𝑒− 
1.771×10−2

𝑛
𝑡(𝑡𝑠𝑡𝑜𝑝 − 𝑡)

−
2
9

 

 

图 4.3  摩擦阻尼𝑘的实验求解一 图 4.3  摩擦阻尼𝑘的实验求解二 


