
GPY 筛法的改进

与推广

作者：郭耀诘 广西师大附属外国语学校

(GPY 筛法，指 Goldston.D.A, Pintz.J and Yildirim.C 三人创立

的筛法的简称)20
24

 S
.-T

.Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
24
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



关键词：Goldston.D.A, Pintz.J and Yildirim.C 筛法(以

下简称 GPY 筛法）；概率数论；变分法；Perron 公式；

zeta 函数；等差数列上的素数定理；素数的有界间距。
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摘要：本文提出了一种 GPY 筛法的多素变数版本，并

对其用一种比以往更简便的变分法加以改进。我们先

用以往论文的思路，对多素变数的筛法进行对角化,

然后引入关键的复变积分计算参数，再对维度变分得

到结论，这比以往利用变分法的其他解析数论文章要

简单。结果是我们证明了比原筛法更精确的结论，可

以 不 用 GPY 猜 想 证 明 素 数 的 有 界 间 距 ， 这 是 继

Maynard 的降维变分和张益唐的光滑数之后，突破有

界间距的第三条路。
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1. 问题的介绍

⋅ Naive 素数对猜想

我们研究的是素数间隔问题的变种。但是再此之前，我们打算对曾经把间隔推

进到有界的方法做一个回顾。首先我们从 Hardy-Littlewood 的猜想的雏形开始，

我们称其为天真的猜想。

命题 1.1.1(Naive 素数对猜想) 对任意·n 个整数  nhhhH ,,, 21  ，

有无穷多个整数 k，使得 nihk i  1, 为素数。

当然这是假命题，但是我们可以引入可行整数对的概念：

定义 1.1.2(可行整数对）称满足命题 1.1.1 的 H 为可行整数对。然

后令 )mod0)(()(
1

phnnQ
n

i
i 



基于这个定义，GPY 筛法才能被构造出来。我们下面不再复现它的构造过程，

而是直接在我们的正文中使用类似的技术。

再说一些 GPY 筛法比 Selberg 筛法强的地方：关于维度的处理，它采取了主动

升维的方式，而这一点有非平凡的意义。所以，维度在这些问题中相当重要。所

以正文我们将跳出原有的框架，使用一些相当离谱的维度，也许不再具备明显的

算术意义。
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⋅ 突破有界间距的方法

在这一节，我们主要是提一提过往突破有界间距的方法：张益唐通过改进

Bombieri-Vinogradov 定理，通过光滑 GPY 筛法证明了 7000 万的间距。

Maynard 通过降维，把高维筛法转化为低维筛法再变分，证明了 600 的间距。

当然，摆在我们眼前的那些路径是清晰的：从问题的根源处，开始改进等差数

列上素数的分布阶；或者从筛法本身入手，改进 GPY 筛法本身(客观的讲，其他

筛法，特别是组合筛法，根本不像可以碰到有界的筛法）。当然了，这些方法无

法立刻推广到多素变数，因为它的计算量立刻会爆炸式增长，因为等差数列上素

数定理无法统一的处理这些素数。

所以这里实际上给出了对未来的一个展望。我们的对策是放弃筛法维度这个

概念的所有算术意义，然后用对待一个连续变量的方式对待它。虽然这不是一个

值得推崇的作法，但确实可以让我们处理这个变量的时候不再拘束。

然后对多素变数的推广也可以用概率数论的方法完成。结果当然和我们通常

的预测一样：变量是常数个时，对结果的量级没有本质的影响。

在本文中，我们采取以下非实效但让人感到简洁的记号：不区分几乎所有正常

数的记号，统一用 C 表示，因为本文没有出现它们之间的减法；保留量级最高

的余项，忽略以外的余项；主项主要看量级最高项，因为这种项的系数在文中从

头到尾都是正的，而其他的项我们统一视为余项。
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⋅ 证明思路

本文的证明思路是这样：先给出 naive 素数对猜想及其推广，然后我们引出

 



k

i
f ifnnQ

1
)()( .接着我们给出权重函数，并利用它写出筛函数

 
2

)(2 1
1)(),( 


















  

 


nQd
d

NnN

m

i
f

f

m ifnmNS 

于是这就是前三章计算的核心。接下来我们通过 定理 3.1.1. 和 定理 3.1.2.

来化简 1T 和 2T .其中用到了 Erdos-Kac 定理。随后我们进行筛函数的对角化，这

里的方法完全来自于 Selburg 筛法的推导，最后我们用初等方法达到了

  0
2

2

1)(log
)(

),( RNCm
th

NmNS
Nt

t
f 








 





这一结果.接下来我们使用复分析的方法。先用熟知的核心积分打开 t 的分子，

利用级数展开和交换积分顺序把它化归成 引理 4.2.1. 随后我们用 Perron 公式

算出了这一积分。

在变分法的章节，我们运用变分方法解决了参数 )(hk 的确定，本质上超越了

GPY 筛法。然后我们运用 Lagrange 恒等式暴力化简 t ，于是写出了最终的 定

理 4.3.3. 然后我们清晰地看见了主项和余项。最后我们用 Siegel-Walfisz 定理解

决了主项的下界，于是完成了 定理 5.2.1. 此时代入可行整数对的概念，立刻

解决了素数的有界间距问题。

那么，让我们正式开始。20
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2. GPY 形式的变化

⋅ 天真的素数对猜想的启发

为了推广 GPY 筛法，我们首先自然而然地推广所谓的天真素数对对猜想。也就

是说，我在下面给出的命题。

命题 2.1.1 记

 jiim
m ppjimjimmpppp  :,,;,...... 0021 0

那么对 .)(,.,.,:)(, mifnkitsnkfk 

与天真素数对猜想一样，这当然是一个错误的命题。我们需要做的是提取“可

行整数对”概念的替代品。如此定义  



k

i
f ifnnQ

1
)()(

当

  







 





nppnQpnQ iif

CRTm

i
if ,,mod0)(mod0)(

1

1

我们的 )(if 就不再满足条件了。因为当 n 充分大时，它一定有其它因子或

重复的素因子。下面为了方便讨论，我们记  if pnQ mod0)(  为
ip

v .

⋅ 权重函数

和最开始的 GPY 筛法一样，为了方便计算和表示，我们考虑引入权重函

数 : )(nS .定义为:
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 
 








1,0
1,1

)(



Sn
Sn

nS

然后我们的筛函数是：

  )1(1)(),(
2
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






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f

m ifnmNS 

其中 d 是 Selberg 方法中的参数，它早已有已知的最佳取值。接下来，为了进

行 ),( mNS f 的计算，我们不妨将和式拆为如下两个部分(直接验算就知道它们确实

是相等的）：

)2())((,
2

)(2
2

2

2 )(
1 





















  

 nQd
d

NnN
i

NnN nQd
d

ff

ifnTT 

So we have   12, TTmNS
mi

if 


.

3.二次型对角化

⋅ 1T 的计算

在本章中，我们将对上述求和进行初步处理。让我们从第一个求和开始。. 交

换 1T 内外的求和号，然后就有

 





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2
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1
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2
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1
1
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d
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d

NnN nQd
d

f
f

T 

接下来令 dv 作为同余方程  dnQ f mod0)(  .的解数，显然有20
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    11
21

,
,

1 :)1(
,212
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1
ENMO

dd
NvT ddd

dd
d 









  

接下来在第四章取 1d ，就有

  1
12

,
,

1 212

21

1
TNmvE ddd

dd
d

  

然后对 1M ,

    )3(
,
1

21
,

,
1 212

21

1


dd
vM ddd

dd
d 

从以上两式就得出

    )4(
, 2

2

21
,

,
1 212

21

1











  M
mN

mO
dd
NvT ddd

dd
d 

然后我们有下面的定理

定理 3.1.1. 对 1T ,我们有

    









  M
mN

mO
dd
NvT ddd

dd
d 2

2

21
,

,
1 ,212

21

1


其中    21
,

,
1 ,

1
212

21

1 dd
vM ddd

dd
d 

⋅ 2T 的计算

我们不妨将求和展开，直接计算，有

 
)5(1))((:

2
,13,2,1

mod0)(2
2 



  
 





 
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i
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m ifnT
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
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注意到

mod p )j , s.t., n  f (k )(mod p jQ f (n)  0  i 1 2， k，

那么我们只需计算满足 n  f (i) 的个数，然后就可以得出Q f (n) 的p j : p j 素

因子的情况。我们此处不使用算术数列中 Bombieri-Vinogradov 的定理，而是往

概率数论走。

2

)
1 











  

(nQd
d

mod p fj

T2 i
N n2N tm Q f (n )0

 

j1,2,3，， t1,t

2

2

)

2

) 






































  







)

(n

Nn2 dN

)

(

ErdosKac

n

(n)

Qd
d

)

(

Nn2n

nQd
d

Nn2N tm

f

Q f (n)

f

f

1O(RN

(n))

C(n) 2loglogQ f

t
(

d




Q

C(n) 2 (Q f

我们都知道由 Erdos-Kac’s 定理,(Q f (n)) 的余项, R0 即为

2
1 logl

2
o

2
l



og

22 gNt

T2
*
i(6

logN
)e dt CNeR0  2N



 

在这个式子中 “ ” 的意思是 “远远小于”.我们使用正态分布的尾项估计

来计算余项的大小。最后，从平均值定理来看，我们得到了

2

(7)








  (n

Nn2 dN

) 1OR2loglogQ

Q f (n)

f
NC  0 :T2i C d

所以我们有如下定理.
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所以我们有如下定理.

定理 3.2.1. 对 iT2 ,我们有

  
2

)(2

)(loglog
2 12 










 

 nQd
dN

NnN

nQ
i

f

f ROCT 

其中 0R 为远小于主项的余项.

⋅ 1T 的对角化

现在，我们终于进入了这一部分，也许这是我论文中最简单的部分，我们会使

用 Selberg 的一些著名结论，而不进行证明。

我们先进行 1T 的对角化， iT2 的对角化一定程度上可以利用 1T 的结果.

令 ,)(
d
vdg d 我们有

      
   )8(

,
,

21

21

,
21

,
1 2

21

12

21

1


ddg
dgdgddgM d

dd
dd

dd
d   

然后我们设 )(1
)()(
pg
pgph


 ，由[1]的熟知套路，有


),(

2
,

11
21

21

21
)(

1)()(
ddt

dd
dd th

dgdgM 

 



Nt

dd

ddt
Ndd th

dgdg
2

2

),(
2,

1
1)()(

21

21
21



然后令

 


dp p

p

dp vp
v

phdh )()(20
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有

)9()(
)(

,)()(
2

1

1),(
1

RO
th

NTtgdg
Nt

t

vn
t
Nn

vnd

dt
Nt

t  








这就解决了 1T 的对角化.

⋅ iT2 的对角化

由于我们之前已经细致讨论了第一部分和式的对角化，现在我们只用将 iT2 化

归成 1T 的情况就好.注意到

  
2

)(2

)(loglog
2 12 










 

 nQd
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于是到这里已经 1T 和一模一样了，直接用之前的结果就得到
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然后就可以把第一章中的筛函数计算出来了，我们将以上对角化的结果，代入

第二章的式(1)(2)有
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最后，让我以一个定理总结这一章努力的成果.
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4.复变积分和变分方法

⋅ Selberg 参数的连续渐近

在这一章节的开始，我们先做一些准备工作.因为在下面我们需要将一些数论

量做积分运算，所以需要它们在实数集上的替代品.令
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显然有
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于是我们给出了 Selberg 参数的连续渐进.

⋅ 有趣的复变积分

这半页基本上类似于[1]的想法。从[1]得
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这是我们相对原始筛法做出的改进.为了将上面的无穷积分化归为有限积分，需

要注意到下面的估计.
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然后我们给出的二重复积分在积分区域内显然是存在的，所以我们可以交换积分
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然后我们去计算内层的积分，由引理 4.2.1，
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它的过程略微有些复杂，将在下两页证明并陈述。

引理 4.2.1 的证明：这是因为我们可以选 )(na 使得(
s
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)( ）
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其中 )(),( NCNc 是 Dirichlet 级数的中值定理的常数。以及( 为待定参数）
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以上我们计算了积分的值。在下一节，我们引入变分方法计算它的极大值。

⋅ 维度变分和渐近展开

这一段采用类似于 Maynard 的想法，但变分的对象有所区分。

让我们将积分的内容写得更加清楚一些，于是对中括号中的两个复数进行实数化

后再相减，并使用定义过的权重函数，则
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然后我们直接对 )(vtk 使用离散情形的 E-L 方程，计算 I 虚部的极大值的下界，
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然后由于它是函数方程，第一个解的存在性是显然的，这是初等的观察。而第二

个解的存在性也是十分自然的，因为极小值显然在边界才会取得，从而我们的变
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然后我们还要如下引理，来说明最后一行.

引理 4.3.2 令  0)(1:)(  snsnT  ，则 nnnT 36)( 2 
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证明：注意到

20
24

 S
.-T

.Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
24
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



1)(1)(1
1

2
1

2
1

2 












i
ni

i
j n niij



以及熟知的

n
i
innT

ni

 


2
)()( 

就证完了.

于是，我们终于得到了 t 极大值的展开。我们将式(18)直接代入之前的表达

式，就得到了以下定理。

定理 4.3.3 对之前定义的 t
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5.最后的结果

⋅ Lagrange 定理和 Hensel 引理的应用

这里基本上就回到了初等的部分。代入到 ),( NmS f ，我们计算它最核心的那个

和式，有(到这里 2N 和 N 没有本质的区别了）
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于是我们以一个定理结束本文。

定理 5.2.1 对筛函数
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其中我们的  Nz 2log1  .

最后我们指出，我们的筛法是强于[1]中的筛法的，因为取 Q 的实根为可行整数

对时，
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那么我们无条件地证明了素数的有界间距定理的推广。即定理 5.2.2：

定理 5.2.2. 以 np 记第 n 个素数，则
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