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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的
摩擦放大现象

摘要

当两本相同的书被一页一页地交叠起来时，如果握住书脊向两边平

行施加拉力，需要很大的力才能将两本书拉开，这两本互相交叠的书被

称作“纸钳子”。最近的一项研究 [Phys. Rev. Lett. 116,015502,2016]通过
微分方程得出了拉开“纸钳子”的所需的力关于书的页数、纸张厚度、书

脊到重叠部分的距离等变量的表达式。我们注意到，这篇文献中模型默

认微分方程的边界条件，即“最外层纸张所受拉力是常数”。在本文中，

我们基于受力分析对这一默认假设提出质疑。在预实验中，我们发现并

解释了缓慢拉动书籍时产生的粘滑现象。在理论中，我们引入了纸张弹

力这一变量，并通过挠曲线方程对其求解，得到了更准确的模型，并对

书籍自锁现象的条件进行求解。为了检验修正后的模型，我们设计了定

量的实验装置，聚焦测量了拉力关于书脊到交叠部分距离这一变量的变

化关系，从实验的角度具体展示了此前模型假设的不合理性和本文所提

出的修正模型的可靠性。本文的研究对深入理解“纸钳子”这一物理系

统提供了更细致的理论图像，并对摩擦放大现象这一理论提供了更深刻

的理解。

关键词：摩擦力；弹力；挠曲线方程
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

1 引言

摩擦力，作为自然界中最常见的相互作用之一，自古以来便引起了人类的兴趣

和探索。17世纪末，纪尧姆·阿蒙顿（Guillaume Amontons）通过实验揭示了摩擦力
与正压力成正比的关系 [1]。18世纪，夏尔·奥古斯丁·德·库仑（Charles-Augustin
de Coulomb）重新发现了这一定律——后被命名为“阿蒙顿-库伦定律”——并进一
步确定在滑动过程中，摩擦力与表面间的相对速度无关 [1]。这些早期的研究为后续
的摩擦学研究奠定了基础。

近年来，随着对复杂系统摩擦特性的深入研究，一些经典问题再次引起了科学

家的深入关注。其中，最具代表性的便是“纸钳子”：当两本相同的书被一页一页地

交叠起来时，如果握住书脊向两边平行施加拉力，需要很大的力才能将两本书拉开。

这一实验因其直观且惊人的效果而广为人知，当两本书的页数足够多时，人力、叉

车、汽车，甚至两辆军事坦克都无法将其分离 [2] [3]。
在 2016年，H. Alarcón等人重点研究了“纸钳子”中摩擦放大现象。研究通过

微分方程描述了摩擦力随书页放大现象，解释了“纸钳子”难以拉开的物理机制，并

定量地描述了拉开“纸钳子”所需的力与书籍物理属性的关系 [4]。
我们最早通过网上的短视频接触到这一现象，当时便觉得神奇且有趣。通过评

论区的讨论，我们了解到了可以通过摩擦力这一角度去解释此现象，但并没有了解

到更深层次的机理。后来，在高中学习了摩擦力相关的知识之后，我们重新燃起了

对“纸钳子”的兴趣，并决定对于这一课题的机理进行深度地分析和研究。

通过调研文献，我们了解到了 H. Alarcón等人的研究，学习并理解了其中给出
的研究“纸钳子”体系的传统模型 [4]。在分析模型的过程中，我们注意到模型中默
认“最外层纸张所受拉力是常数”这一假设成立。我们通过定性推导，发现此假设

与模型中受力分析式的逻辑矛盾；此外，传统模型认为最外层纸张所受拉力源于弹

力，但未为考虑其他书页的弹力。

基于这些问题，本文通过引入弹力项以及其逐页叠加修正了传统模型，得到了

更精准、逻辑上更完备的模型，并基于修正后模型定性研究了纸钳子中特殊的“自

锁现象”。进而，本文通过定量实验验证了传统模型假设的不合理性以及修正模型的

可靠性。其中，实验装置为我们使用中学物理实验室可获得的器材设计搭建，保证

了实验的稳定性和准确性。

本文具体安排如下：在第二节中，我们给出这一现象的传统模型和我们修正后

的新模型，并对“自锁现象”进行定量分析；在第三节中，我们聚焦书脊到交叠部

分距离这一变量进行实验研究，并通过测得数据检验新模型是否正确；本文的结论

与展望在第四节中给出。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

2 摩擦放大现象

2.1 传统模型

首先，我们将“纸钳子”模型简化，如图1所示。其中 d为书脊到交叠部分的距

离，左边为作书脊部分，右边为交叠部分。每本书的总页数记为 2M，规定每本书最

中间的两张纸为 n = 1页，最外层的纸张为 n = M 页。θn为第 n张纸偏移角度，L

为纸张宽度，单页纸张的厚度记为 ϵ。

图 1: 模型示意图

由于即使是最外层书页，纸张倾斜的角度也并不大，我们便用了近似的方法，即

当 θn → 0◦ 时，sin θn ≈ tan θn = nϵ
d
≡Kn，cos θn ≈ 1。进而，得到交叠部分的宽度

L cos θnd ≈ L− d。因此可以认为所有书页的交叠部分的宽度都是 L− d。

图 2: 单页受力分析图

对第 n张纸做受力分析，其中 1 ≤ n < M，如图2所示。这张纸会受到一个平
行于书页的拉力，由于书脊部分和交叠部分之间的倾斜部分，交叠部分会受到一个
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

垂直与书页的分力，即 tan θTn，记作 KnTn（具体受力分析见附录4.2.3）。第 n张纸

的上表面还会受到来自第另一本书第 n+ 1张纸的一个向下的压力，记为 Nn。相应

地，下表面也会受到一个来自另一本书第 n张纸的一个向上的支持力，根据受力平

衡可得，下表面支持力大小为 KnTn +Nn。因此，根据阿蒙顿-库伦定律，可得纸张
所受平行于页面的摩擦力大小为

Ff = 2µNn + µKnTn (1)

其中 µ为纸面间的摩擦系数。由于本文主要讨论拉开纸张的临界拉力大小，而在纸

张刚刚被拉动时以及被缓慢拉动的过程中，可以认为近似受力平衡，因此有

Tn = Ff = 2µNn + µKnTn. (2)

由与此受力平衡方程，在后文中，如无特殊必要，我们不会区分拉力 Tn 和摩擦力

Ff。

图 3: 多页受力分析图

随后，为了研究摩擦力是如何随着书页叠加放大，我们对多张纸进行受力分析，

如图3所示。同一本书第 n页所受拉力和第 n− 1页所受拉力关系为

Tn−1 − Tn = 3µKnTn + µKn−1Tn−1 (3)
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

考虑到相邻两页拉力很接近，于是可得如下拉力递推式

Tn−1 − Tn = 4µKnTn = 4µ
nϵ

d
Tn (4)

由于 ϵ ≪ 1且M ≫ 1，我们可以引入 z = n/M 将离散递推式连续化为如下微分方

程：

T′(z) + 4µ
M2zϵ

d
T(z) = 0 (5)

将一本书 2M 页纸张的拉力进行求和，我们可以得到最终的所有页纸的拉力 T为

T = 2M

∫ 1

0

T(z)dz = T ∗

√
dπ

2µϵ
exp

(
2M2µϵ

d

)
erf

(√
2M2µϵ

d

)
. (6)

尽管在匀速拉动“纸钳子”的过程中式6总成立，但拉力 T在“纸钳子”刚刚被
拉动时达到最大，我们称此时的拉力为临界拉力。在不引起歧义的情况下，后文中

我们也将临界拉力记为 T。
需要指出的是，式6中 T ∗为最外层纸张所受的拉力，源于最外层纸张抵抗弯曲

形变而产生的弹力 [4]。由于 T ∗ 非常微小，不易直接通过实验测量，在传统模型中

被视为一个与M、d等变量无关的常数，往往需要通过实验数据进行拟合得到 [5]。

2.2 边界拉力形式的影响

如节2.1中所述，传统模型认为最外层纸张所受拉力 T ∗ 是源于纸张弯曲形变产

生的弹力，与摩擦系数 µ、书籍到交叠部分的距离 d、半本书的页数M 等变量无关。

但我们发现，根据传统模型中式1，每一页纸都会受到一个摩擦力 µKnTn，即 µnϵ
d
Tn。

具体到最外层纸张，这个力就是 µMϵ
d
Tn。观察形式可知，这个力会随着M、d、ϵ等

变量的改变而改变。因此，我们对“最外层纸张所受拉力是常数”这一假设产生了

怀疑。

另一方面，传统模型中认为 T ∗ 仅源于纸张形变从而产生的弹力，即上式中的

FEM
；然而，按照此逻辑，内部书页应该同样会因为形变产生相应大小的弹力。因

而，弹力也会按照递推式3逐页叠加。
基于以上两点，我们对传统模型进行了修正。首先，我们表示最外层纸张所受

拉力 T ∗为

T ∗ = µ
Mϵ

d
T ∗ + µFEM

(7)

其中 FEM
是最外层纸张形变而产生的弹力。我们引入挠曲线方程对弹力定性描述和

求解 [6]。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

图 4: 挠曲线示意图

d2y

dx2
=

M(x)

EI
=

FE(d− x)

EI
(8)

其中M 为力矩，EI 为抗弯刚度，FE 为弹力 x、y为图4所示变量。
根据图4，除最外层两张纸外，其他书页实际上都会受到两个弹力，一个弹力是

AB段形变产生的，其等效作用点在 B处，另一个是来自 BC段的轻微弯曲，其等效
作用点在交叠部分的右端 C处。考虑到 BC段弯曲程度较小，导致弹力矩较小，加
之 BC段力臂 L − d ≫ d，因此 C处的弹力远小于 B处弹力，模型中忽略不计。为
了计算 B处弹力，我们将 x = d带入式8并进行积分求解，得到

FE =
3EIy

d3
(9)

因此，针对第 n页的纸张弹力，我们带入 y = nϵ，得到了

FEn =
3EInϵ

d3
. (10)

图 5: 交叠部分的弧度

如图5所示，我们发现在实际情况中，书籍交叠部分呈现出了明显的弧度，其两
端紧密贴合，而中部相对松散。因此，交叠部分中部所产生的摩擦力几乎可以忽略，

主要的压力和摩擦力都分布于交叠部分的两端边界处。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

因此，我们明确了力的作用点为书籍的交叠部分两端，并引入弹力 FEn，重新

绘制受力分析图，如下图。

图 6: 多页受力分析（修正弹力）

如图所示，我们可以得到新的受力分析，如下：

Tn−1 − Tn = 4µ
nϵ

d
Tn + 4µ

3EInϵ

d3
(11)

与2.1节同理，引入 z = n/M 后将离散递推式连续化为如下微分方程：

T′(z) = −4µ
M2zϵ

d
T (z)− 4µ

M23EIzϵ

d3
(12)

通过积分 T = 2M
∫ 1

0
T(z)dz，我们可以得到最终的所有页纸的拉力为

T =
3EI

2d2

(
−4M +

d

d−Mϵµ

√
2dπ

µϵ
exp

(
2M2µϵ

d

)
erf

(√
2M2µϵ

d

))
. (13)

修正后模型中合力方程式13相比较传统模型式6，最大的优势在于其中没有任
何需要实验数据拟合的参数，所有参数均可通过独立实验测得。

至此，我们已经从理论上说明 T ∗不是常数，并通过引入弹力得到了修正后的模

型。在3.3中，我们将看到实验中 T ∗ 是一个关于 d变化的变量，且变化程度不可忽

视。因此，修正后的模型在逻辑性、准确性和完整性上都优于传统模型。

9
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

2.3 定性分析与自锁现象

根据修正后的模型，分别绘制临界拉力 T -交叠部分距离 d和临界拉力 T - M 变
化图像，并观察 T随这两个变量变化的趋势。

(a) T关于M 的图像变化 (b) T关于 d的图像变化

图 7: 修正后模型定性图像

通过观察图像（a）可以发现，随着半本书页数M 增大，临界拉力 T迅速增大，
体现出明显的摩擦放大现象。通过观察图像（b）可以发现，随着书脊到交叠部分的
距离 d减小，临界拉力 T迅速增大，也体现出明显的摩擦放大现象。

特别地，在 d → dc > 0时，T便会趋近无穷大，而非只有当 d → 0时 T才能趋
向无穷大。因此，我们认为“纸钳子”模型在一定条件下会产生自锁现象——即无论

施加多大的力也无法将书籍拉开。观察等式13可得，当 d → Mϵµ > 0时，T → ∞，
也就会产生自锁现象。由于在现实实验中，很难区分“纸钳子”是由于体系自锁导致

无法拉开还是人为施加拉力不足以拉开，因此我们未能在实验中确定出准确的 dc。

3 实验研究

为了验证传统模型中“最外层纸张所受拉力 T ∗是常数”此假设不成立，并验证

修正后的模型的可靠性，我们需要进行定量实验研究，旨在得到“临界拉力 T与一
个变量的关系”，并根据传统模型中式6计算得到“T ∗与此变量的关系”。

考虑到改变书籍到交叠部分的距离 d比较方便，我们便选择重点研究 d作为实

验部分的变量，测量不同 d之下的临界拉力 T大小，并计算得到不同 T ∗ 大小，判

断其是否为常数。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

3.1 交叠体系的搭建

图 8: 单本实验用书的搭建

如图8所示。为了保持实验用书的物理性质相同，我们从同一厂家购买了若干本
相同的人教版历史教材，并将封面页撕去，以排除纸张材料不同带来的误差。由于

书籍原有书脊不够牢固，无法支持进行实验，我们使用木板和铁夹来代替书脊的作

用。更重要的是，木板固定书脊可以防止在书脊到交叠部分距离 d较小时防止书籍

发生弯折，从而导致有空气进入，造成实验测得值偏小。

图 9: 实验用书的交叠过程

随后，我们将书的侧面标记刻度，便于改变书籍到交叠部分的距离 d，并如图9所
示将两本书一页一页地交叠在一起。至此，两本书所形成的交叠体系搭建完成。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

3.2 临界拉力的测量

在测定临界拉力之前，我们测定了摩擦系数 µ、刚体抗弯刚度 EI、单页纸张厚

度 ϵ三个无关变量的数值。在后续实验中，我们控制这些变量数值保持不变，数据

如表1所示，其中 µ和 EI 的具体测量过程见附录。

参数 数值
µ 0.54

EI/m·N2 2.7×10−5

ϵ/m 7.4×10−5

M/页 20

表 1: 实验参数

(a) 实验测力计 (b) 实验固定装置

图 10: 实验器材

在测量临界拉力 T的过程中，我们使用了图10（a）两种测力计：其中左图的测
力计量程为 0至 500N，具有量程大的优点；右侧测力计的量程为-50至 50N，优点
是能画出拉力随时间变化的图像，并给出每时刻所对应数据。

如图10（b）所示，我们搭建了固定装置以保证实验稳定性。我们将台虎钳作为固
定装置的底座，并使用绳子和铁夹将用于固定书脊的蓝色夹牢固地绑在底座上，从

而形成了一个结实的固定装置。此装置能够将书籍交叠体系的一边竖直固定住，以

防止由于书籍倾斜导致的重力影响实验结果，提高实验的稳定性和准确性。同时，此

固定装置装置可以保证拉动交叠体系并测量的过程单人即可完成。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

图 11: 完整实验装置图

如11所示，在测量临界拉力 T时，我们将搭建好的书籍交叠体系的一侧固定在
实验固定装置上，使用拉力计水平于地面缓慢拉动另一侧如图。同时使用录像机录

制视频，观察拉开两书时的测力计示数并记录。

我们针对 6个不同的 d值进行了 6组实验，每组实验重复 6次以减少误差。完
成实验后，我们将实验数据绘制在图13中数据点位置。

3.3 模型的检验

根据2.1节传统模型中6式，我们可以计算出不同书脊到交叠部分的距离 d下 T ∗

的值，检验 T ∗是否是一个常数。结果如下图12：

图 12: T ∗关于 d的变化
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

根据表格和图像，我们发现 T ∗ 并不是一个常数，而是随着 d变化的，且变化

程度十分明显，不可忽视。因此，最外侧纸张所受拉力 T ∗不能通过传统模型进行拟

合，“T ∗是常数”这一假设是错误的。

随后，我们利用2.2节修正后模型中13式，绘制理论和实验的对照图像，即图13。

图 13: 理论实验对比图

通过观察理论与实验的对比图，我们发现理论与实验在整体趋势上大致一致。

在 d比较大时，理论值和实验值比较接近；但是在 d比较小时，理论值和实验值之

间会有较大的误差。这是由于在计算弹力时，我们使用了挠曲线方程，而这一方程

需要在偏移角度 θ较小，即 d较大时才能适用。此外，误差还有可能源于在测量每

本书厚度 ϵ时，我们时使用游标卡尺将书页压紧后测得的数据，而在实际情况中纸

张之间不会那么紧密相连。

尽管如此，相比传统模型，我们的模型在理论上更加完备，没有逻辑漏洞；实

验上，理论值和实验数据也大致吻合，误差远小于图12中 T ∗的浮动程度；更重要的

是，我们的模型的所有参数都没有进行拟合，而是通过独立的实验分别测得的。

4 结论与展望

4.1 研究总结与意义

本文研究了“纸钳子”现象的产生原因以及物理机制。在理论方面，我们首先

引入了传统模型，并详细说明了单页纸张和多页纸张的受力分析，从中得到了拉力

叠加的递推式，并得到最后临界拉力与书籍纸张页数、摩擦系数等其他变量的定量
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

关系 [4]。通过理论分析，我们说明了传统模型“最外层纸张所受拉力是常数”假设
的不合理性，并在其基础上通过引入弹力进行修正，得到了更加精确、更完整、所

有参数不需要拟合的模型。通过对修正模型进行定性分析，我们分析了临界拉力随

不同变量的变化趋势，并注意到了明显的摩擦放大现象，其本质有两个来源，一是

源于书本的弹力产生的摩擦力，二是源于拉书时拉力的竖直分力产生的摩擦力。特

别地，我们发现在 d → dc = Mϵµ > 0时，T → ∞，即出现自锁现象。在实验部分，
我们主要聚焦研究于书脊到交叠部分距离对临界拉力的影响。我们通过实验室有限

的实验器材，手动设计并搭建了低成本、高稳定性、单人可操作的固定装置，并多

次重复实验得到了实验数据。通过数据分析，我们验证了传统模型假设的不合理性，

并说明了修正后模型的可靠性。

作为经典的力学问题，“纸钳子”中的摩擦放大现象在日常生活中有诸多体现，

如卡式绞盘和中国指套等例子 [4][7]。此外，此摩擦放大现象在 DNA与细菌噬菌体
衣壳的相互作用等微观生物学现象中也起到重要作用 [8]。因此，本文对摩擦放大现
象的研究能够加深对相关现象中的理解。

4.2 未来展望

4.2.1 完善理论和实验

本模型中，为了尽量简洁地揭示出物理本质，做了很多的近似和理想情况假设，

如小角近似、不考虑重力等。后续研究可以完善在其他情况下（如考虑重力或者纸

张偏移角度很大）根据应用环境和目的可以有针对性地对模型进行修正和完善。

同时，由于中学实验室条件有限，我们只能就地取材，手动设计和搭建。这在一

定程度上增加了实验的不确定性和不稳定性，并使由于一个人能施加的力有限，也

导致我们无法去研究“自锁现象”这种需要巨大拉力的情况；更重要的是，在人手

拉动的时候很难保证完全匀速，这也会在一定程度上影响实验数据的准确性。由此，

如果又机会的话，我们希望能够在后续的研究中应用更精密、稳定的仪器进行实验。

4.2.2 粘滑现象的探索

实验时，我们通过拉力传感器获得了拉力 T关于时间 t的图像，如图14所示。其
中图（a）为测量摩擦力时，一张纸夹在两张纸滑动时拉力随时间的变化关系，图（b）
为拉动“纸钳子”的拉力 T关于时间 t的变化关系。观察图像，我们发现拉动过程

中拉力 T的变化并不光滑，而是呈现出了明显的上下振荡。这是由于在纸张之间进
行相对滑动时，动摩擦力和静摩擦力会交替出现，这一现象叫做粘滑现象（stick-slip
phenomenon）[9] [10][11]。但由于这种快速振荡的现象振幅很小，几乎不影响拉力

15

20
24

 S
.-T

.Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
24
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

T的整体变化趋势，加之其还涉及到复杂的非线性计算，本文模型中并为将其纳入
考虑。希望在后续的研究中，我们可以进一步对粘滑现象进行更加定量的研究和探

索。

(a) (b)

图 14: 粘滑现象。(a)图为一张纸夹在两张纸滑动时拉力随时间的变化关系，（b）图
为拉动“纸钳子”的拉力 T关于时间的变化关系。从中可以看到明显的粘滑现象

4.2.3 特殊情况的考虑

在实验中，我们偶然发现当双手抓住书脊快速抖动，几乎不费力气就能讲书拉

开。我们希望针对此现象进一步研究。

致谢

在本论文即将提交之际，我们心中充满感激，感谢所有的老师和同学们对我们

研究的支持。

在初中时期，我们首次通过网络短视频邂逅了“纸钳子”现象——一本看似普

通的书，却无法被拉开，这激发了我们浓厚的好奇心。视频下方的评论区成为了我

们探索的起点，那里的讨论让我们意识到摩擦力可能是解开这一谜团的关键。然而，

对于其背后的深层机制，我们仍然知之甚少，尤其是对于摩擦力何以如此巨大这一

问题，我们充满了探究的欲望。随着时间的推移，我们在高中物理课堂上对摩擦力

有了更系统的学习，同时，我们发现“纸钳子”也是 2016年 IYPT的一道题目，这
不仅重新点燃了我们对“纸钳子”现象的兴趣，也激发了我们深入研究的决心。

在文献调研阶段，我们发现了 A. Héctor等人对“纸钳子”现象的描述 [4]。通
过深入阅读和学习，我们逐步理解了文献中的模型，并对其数学物理基础有了初步

的掌握。我们感谢该文献的作者，他们的工作为我们的研究提供了宝贵的理论基础。
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

在理论建模和实验验证的过程中，我们遇到了诸多挑战。对于文献中提到的书

本最外侧的临界拉力 T ∗，我们发现其测量和模型中的假设存在逻辑上的矛盾。为了

解决这一问题，我们进行了大量实验，并通过多次测量不同条件下的拉力来拟合数

值。这一过程虽然艰难，但最终我们提出了一个更准确、逻辑上更完备的“纸钳子”

模型。

在此，我们要感谢在理论推导和实验过程中给予我们帮助的十一学校的马驰川

老师和赵靖邦老师。本研究的实验设计、数据获取、分析计算、实验实施以及论文撰

写等工作均由我们在两位指导老师的指导下独立完成。在研究过程中，我们深刻体

会到了科学研究的严谨性和挑战性，也更加坚定了我们对科学探索的热情和决心。

本文的两位作者在完成论文的过程中充分配合，韩保诚主要负责文献调研和理

论总结，也共同完成了实验阶段的数据采集，李兆轩主要负责实验设计、数据采集

和画图工作。两位同学一起完成了全文的撰写修订和最后校对。

再次感谢所有给予我们帮助和支持的人，是你们让我的高中生活更加丰富多彩，

也是你们让我对科学探索充满了无限的憧憬和热情。

参考文献

[1] D. Dowson and D. Dowson, History of Tribology (Longman, London, 1979).

[2] https://www.youtube.com/watch?v=RtieXgPrj_4&t=130s.

[3] https://www.youtube.com/watch?v=hOt-D_ee-JE.

[4] A. Héctor, T. Salez, C. Poulard, J.-F. Bloch, É. Raphaël, K. Dalnoki-Veress, and F.
Restagno, Phys. Rev. Lett. 166,015502 (2016).

[5] 宋家玮 and陈晨,物理教师, vol. 38, no. 4, pp. 52-55 (2017).

[6] 姚志城,物理教学, vol. 39, no. 1, pp. 22-25 (2017).

[7] I. Stuart, Br. J. Appl. Phys. 12, 559 (1961).

[8] S. Ghosal, Phys. Rev. Lett. 109, 248105 (2012).

[9] R. Leine, D. van Campen, A. de Kraker, and L. van den Steen, Nonlinear Dyn. 16, 41
(1998).

[10] C. Yan, H.-Y. Chen, P.-Y. Lai, and Tong P. Nat Commun. 14,6221 (2023).

17

20
24

 S
.-T

.Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
24
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示

https://www.youtube.com/watch?v=RtieXgPrj_4&t=130s
https://www.youtube.com/watch?v=hOt-D_ee-JE


拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

[11] S. Fujisawa1, Y. Sugawara1, S. Ito1, S. Mishima1, T. Okada1, and S. Morita1,
Nanotechnol. 4, 138 (1993).

18

20
24

 S
.-T

.Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
24
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

附录

A.完整实验数据

书籍到交叠部分的距离 d/m 最外层纸张所受拉力 T ∗/N
1.0×10−2 0.253
1.5×10−2 0.279
2.0×10−2 0.207
2.5×10−2 0.177
3.0×10−2 0.128
3.5×10−2 0.090

表 2: T ∗关于 d的变化
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B.传统模型合力方程的Mathematica求解代码与输出
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C.修正后模型合力方程的Mathematica求解代码与输出
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拉不开的“纸钳子”——书籍交叠体系中的摩擦放大现象

D.纸张摩擦系数的测定

(a) 实验装置实物图

(b) 实验装置示意图

图 15: 为了得到实验用书的纸张摩擦力大小，我们构建了如图所示实验装置。其中
图 (a)为实验实物图，图 (b)为纸张摆放方式截面的示意图，每条线表示一页书。

我们选用了三本不同的书籍，取书中的纸张进行了动摩擦系数测量实验。实验

的具体步骤如下：

1. 从每本书中选取三张书页，按照如上图交错的方式排列它们。
2. 在纸张的上方放置不同重量的砝码，以产生不同的正压力。
3. 固定外侧的两张书页，尝试拉动中间的书页。
4. 测量拉动中间书页所需的力的大小，并记录实验数据。
5. 对于每本书，重复上述操作三次及以上。
由于中间书页的上下表面都受摩擦力的作用，我们有：F = 2µN，其中 F 为拉

动纸张所需的拉力，N 为纸张所受的正压力。由此，我们可以计算出动摩擦系数 µ

的值。
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图 16: 摩擦系数记录表

观察表20中数据，发现三本书摩擦系数相近，因此可求取其所有数据的平均值，
得到：摩擦系数 µ的值为 0.54。

E.纸张抗弯刚度的测定
计算纸张抗弯刚度 EI 的公式在2.2中给出。如下图，把纸的一边固定在（0,0）

点，公式中的 x 与 y 分别表示梁伸出固定点的水平距离和与之对应的下垂的距离。

M(x)为以 �x, y�为支点时，其右侧受力产生的力矩。

图 17: 纸张形变示意图

前人在测量纸 EI 的过程中选择忽略重力效应，在纸的末端施加拉力，从而直

接计算出力矩，求解 EI。然而，在实验中，我们发现量取纸的抗弯系数时，重力是

不可忽视的，如下图，仅靠重力作用，纸就有了较明显的下垂。
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图 18: 重力效应下的纸张下垂

故此，在进行力矩分析时，我们选定重力作为产生力矩M(x)的作用力，即测

量纸张在重力作用下自然下垂的相关参数来表示 EI。为了表示出M(x)，我们取横

坐标为 x的点作为支点，此时，此点处的M(x)可表示为，从此点到横坐标为 d的

点的力矩的积分： ∫ d−x

0

ηg(d− x− t) dt (14)

其中，η 为单位长度的书的质量，即将书沿着长边裁剪 1cm，裁剪下纸张的质
量。

将M(x)求出后带入挠曲线方程中，可得：

EI
d2y

dx2
=

1

2
d2gη − dgxη +

1

2
gx2η (15)

求解该微分方程可得：

y =
g(d− x)4η

24EI
+ c1 + c2x (16)

由于我们知道此函数过（0,0）点，且 x = 0时，此函数的一阶导为 0，我们可
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以得到：

y =
g(d− x)4η

24EI
− d4gη

24EI
+ x

d3gη

6EI
(17)

因此，我们只需要测量出 6组 (x, y)的数据并用数据拟合上述函数，就可以得

到 EI的值。我们按照如下方法搭建实验装置：

图 19: 测定 EI 的实验装置

根据实验测量结果我们将数据带入拟合，得到了拟合函数和 EI 的值，拟合效

果图如下：

图 20: 拟合效果图

上图中红色的点表示测量得到的坐标值，而蓝色的线表示拟合得出的函数图像，

最终，我们得到 EI ≈ 2.7× 10−5N/m2
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F.测量纸张抗弯系数的Mathematica推导代码
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G.单页受力分析
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