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多轮博弈中信用系统对于打破囚徒困境的作用

陈昊宇，齐奕安

摘要

囚徒困境揭示了个体最优策略与全局最优策略之间的矛盾。在理性决策的

情况下，整体效益往往较低。为了优化整体效益，需要引入额外信息，以提升

博弈双方的合作可能性。本文通过数学建模构建了一个合理的信用体系，使得

博弈双方能够通过计算期望收益进行决策。在该信用系统的约束下，背叛不再

是理性个体的主导策略，从而使合作在博弈中成为可能。该信用系统的应用范

围包括课堂小组作业、竞赛组队等场景。

关键词：囚徒困境，信用系统，期望收益
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1 问题背景

在二十世纪五十年代，梅里尔·弗勒德和梅尔文·德雷希尔提出了囚徒困境

(Tucker, 1950)，并成为了博弈论中的经典问题。具体描述如下：两个罪犯（分别称

为 A 和 B）因一起犯罪而被捕，被关押在不同的牢房里，彼此之间没有任何交流。

在单独审讯期间罪犯 A 被告知如果他供认并同意指证罪犯 B，他将获得缓刑，罪

犯 B 将被监禁 10 年。然而，如果与此同时罪犯 B 认罪并同意指证罪犯 A，罪犯

A 的证词将被撤销，每人将被判处 6 年监禁。罪犯 A 被告知罪犯 B 也得到了同样

的待遇。罪犯 A 和罪犯 B 都知道如果双方都不指证对方，他们只能以较轻的罪名

被定罪判 3 年监禁。

表 1: 经典囚徒困境

罪犯 B

罪犯 A

决策 合作 背叛

合作 皆被判三年 A 被判十年，B 被判缓刑

背叛 A 被判缓刑，B 被判十年 皆被判六年

在这个情境中，罪犯之间不能沟通，都会争取最少的刑罚，且没有除描述之外

的利益交换。

可知，无论对方怎么选择，罪犯选择背叛的收益均高于选择合作的收益。比如，

当罪犯 B 选择合作时，罪犯 A 应该背叛，因为缓刑优于被判三年；若罪犯 B 选择

背叛，罪犯 A仍应选择背叛，因为被判六年优于被判十年。同理，该论断站在罪犯

B 的视角也成立。因此，结果一定是双方背叛，即同时被判六年。该情景下，背叛

是双方的主导策略，双方共同背叛被称作做该博弈的纳什均衡 (Kreps, 1989)。
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然而，该情景下，纳什均衡不是对于整体最优的结果，但这又是双方理性抉择

所必然导致的。当博弈仅进行一次时，双方都背叛是必然发生的；但是当博弈进行

多次时，合作有可能产生。过去针对双人博弈的研究已经提到了这一点 (Raihani &

Bshary, 2011; Leinfellner, 1986)。而对于多轮次博弈的双人场景中，过往研究聚焦

于寻找一个参与者的最佳策略。例如著名的 Tit-for-tat 策略 (Axelrod, 1984)，即

永远模仿对手之前的行为，和各种适应性策略 (Hadzikadic & Sun, 2007; Press &

Dyson, 2012)。

从组织者的角度出发，囚徒困境阻碍了整体效益的最大化，是应该避免的。因

此，本文旨在通过引入一个信任机制以提高整体效益。

2 情景描述

共 N 个个体进行无限轮数的博弈，每一轮中所有个体会被随机配对。个体可

以选择合作或背叛他的对手；如果博弈双方均合作，则下一轮不会被分配新的对手，

否则在下一轮随机与另一个体配对。

每一轮次的博弈两人根据选择都有如下的收益分布（r > p > s > q 且 2p >

r + q）

表 2: 囚徒困境下的双方收益矩阵

个体 2

个体 1

决策 合作 背叛

合作 p, p q, r

背叛 r, q s, s
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3 引入模型

为了找到适合合作者的环境，该引入模型被提出并建立。

3.1 基本假设

1. 每个个体面对的收益矩阵都是相同的，即环境以同样标准要求所有人。

2. 每个个体的初始信用，即系统对其给出的合作概率为 Pinit。每当该个体，做

出合作或是背叛的决定后，系统会调整其合作概率，P = #合作
#决策。

3. 收益于一限度 πmin 的个体会被强制退出博弈，并补充一个个体，旨在发现该

环境下所剩个体的决策倾向，并判断该环境是否适合合作者。

3.2 模型建立

对于个体 i，我们直接建立概率转移矩阵 Ti 以模拟其决策偏好

Ti =

PC|C PC|D

PD|C PD|D


PC|C，PC|D，PD|C，PD|D 为个体的属性。PC|C 代表对方合作，自身合作的概率，

PC|D 代表对方背叛，自身合作的概率，PD|C 代表对方合作，自身背叛的概率 PD|D

代表对方背叛，自身背叛的概率。我们有 PC|C + PD|C = 1 且 PC|D + PD|D = 1。

概率转移矩阵的数值某种程度上反应了个体的性格。比如说，PC|C 高就说明

了感恩属性, 反之 PD|C 高说明见利忘义。而 PC|D 高说明有道德（有道德的判断标

准之一便是愿意别人以自己对待其的方式对待自身，而无论如何都选择合作显然是

7

20
24

 S
.-T

.Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
24
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



最为理想的对手），反之则说明是以眼还眼类型的。

同时根据此时的信用系统可以得到个体 j 的预期决策倾向 Ej。

Ej =

 Pj

1− Pj


基于个体 i 的概率转移矩阵 Ti，以及个体 j 的预期决策倾向 Ej，可以得到个

体 i 面对个体 j 的决策向量 Di。

Di = Ti · Ej

通过调整 Ti 和 Pinit 的取值并进行大量模拟，找到了适合合作者的环境。

3.3 引入模型的发现

1. 在现有信用系统下，当 PC|C , PC|D，PD|C，PD|D 随机取值时不论 Pinit 怎么取

值最后经过一定淘汰后剩下的个体都极度倾向于背叛（PD|C，PD|D 的值都很

大）。

2. 最后个体倾向于合作的情况仅出现在初始时大部分的人都倾向 Tit-for-tat，即

PD|C，PD|D 都接近 100% 时。只有这样，才能有效的识别出极度倾向背叛的

个体，并将其淘汰，从而维持合作的稳定。

因此，信用系统需要更为严格，并且要鼓励和信誉高的人合作, 背叛信誉低的

人，这样才可以避免极度倾向背叛的人影响整个环境，从而使得整体保持合作。
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4 信用系统

4.1 基本假设

1. 每个个体将会被赋予相同的初始信誉分 cinit。

2. 信誉分低于一限度 cmin 的个体会被强制退出博弈。

3. 信誉分的增减不仅取决于自身的选择，还取决于对手的守信程度。

4.2 模型建立

本模型的信用系统中分数变化幅度取决于双方的分数，与 elo 等级分系统

(Berg, 2020; Pelánek, 2016) 类似。因此，参考 elo 等级分系统，对个体 i 合作

概率的估计为

Pi =
1

1 + e−ci

根据基本假设，对于二人博弈，如果遇到了信誉分极低的对象，迫不得已选择

背叛是无可厚非的，这种情况下信用系统应酌情降低扣分幅度。同理，与背叛信誉

分高的对象应导致很大程度的扣分。记 Ai ∈ {0, 1} 为个体 i 的实际选择，1 代表合

作，0 代表背叛，则信誉分变化公式为

∆ci = Ai − Pj = Ai −
1

1 + e−cj
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5 预测模型

5.1 基本假设

1. 个体进行理性决策，其决策仅参考自己与对手的信誉分。

2. 每个个体面对的收益矩阵都是相同的，即环境以同样标准要求所有人。

3. 除了通过博弈直接获取的期望利益外，个体会关注信誉分的变化，并将其纳

入考虑。

5.2 模型建立

现实中，人们会被信誉所左右：社会道德标准要求诚信，高信用的个体更可能

在未来获得更多资源。通过信用系统的记录，宏观失信管控也成为可能。对于高分

个体，继续增加信誉分并不会使自己的受信任程度显著增加，此时的边际收益是很

小的。然而，对于低分个体，由于不被从市场中清除永远是第一目标，再次背叛降

低分数的边际成本是很高的。因此，本模型选用反比例型函数（即 y = k
x−x0
）描述

这一现象。个体 i 由于信誉分变化导致的收益为

πi,1 =
ki

ci − cmin

·∆ci

其中 ki > 0代表个体 i对信誉分的重视程度。ki 对于不同个体呈正态分布，因

此有平均值 km,标准差 ks。容易发现，ki 越大则 |π1|越大，代表对信誉分的变化的

重视。当然，总收益还包含本轮博弈直接带来的期望收益 πi,2，共为 πi = πi,1+πi,2。
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考虑个体 i 和 j 的博弈。对 i 而言，合作的期望收益为

πC
i = Pj · p+ (1− Pj) · q +

ki
ci − cmin

(1− Pj)

=
1

1 + e−cj
· p+ e−cj

1 + e−cj
· q + ki

ci − cmin

· e−cj

1 + e−cj

背叛的期望收益为

πD
i = Pj · r + (1− Pj) · s+ e−λi·ci ·K (0− Pj)

=
1

1 + e−cj
· r + e−cj

1 + e−cj
· s− ki

ci − cmin

· 1

1 + e−cj

当 πC
i > πD

i 时个体 i 将选择合作，反之则背叛。记

∆i ≡ πC
i − πD

i =
1

1 + e−cj
· (p− r) +

e−cj

1 + e−cj
· (q − s) +

ki
ci − cmin

则其正负性代表了个体 i 的决策：正为合作，负为背叛。

5.3 合作持续性

当两个个体 i 与 j，在相遇的第一轮选择合作后（即 ∆i > 0 且 ∆j > 0），合

作关系能否持续是一个关键问题。随着博弈的进行，使 ∆ 发生改变的因素是 ci 和

cj，且它们都是单调递增的（二人的合作导致双方信誉分不断上升）。以个体 i 为
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例，考虑 ∆i 对 ci 及 cj 的偏导数

∂∆i

∂ci
= − ki

(ci − cmin)
2

∂∆i

∂cj
=

e−cj

(1 + e−cj)2
· (p+ s− r − q)

不难发现，当 p + s ≤ r + q 时，d∆i =
∂∆i

∂ci
· dci + ∂∆i

∂cj
· dcj < 0 恒成立，故合

作一定以其中一方背叛而结束。不过由于双方无法得知对方的 k 值，无法提前预判

在哪一轮时背叛首次发生，故不会发生预先背叛。

图 1: ∆i（z 轴）关于 ci（x 轴）和 cj（y 轴）的函数图像

如图所示，在 x 轴和 y 轴正方向，∆i 递减，并在超越某一阈值后降至 0。此

时个体 i 将由合作转为背叛。

具体决策流程如下图，其中绿色代表合作，红色代表背叛。图为 a, b, c, d, e, f
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六个个体进行 10 轮博弈的结果。

图 2: 个体的决策流程图

6 数据分析与结果

6.1 指标选取

为了有效的证明该信用系统可以促成合作，合作人数，平均收益，平均信誉分

作为研究合作程度的指标。

我们发现随着模拟的轮次增加，合作人数，平均收益，平均信誉分数都是收敛

的。当 N = 1000，p = 1，q = −4，r = 3，s = −1，km = 3，ks = 1，cinit = 0，

cmin = −2 时如图所示
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图 3: 合作人数随轮次增加的收敛示意图

图 4: 平均信誉分随轮次增加的收敛示意图
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图 5: 平均收益随轮次增加的收敛示意图

发现这三个应变量在一开始时收敛极快，之后有细微变化，但在 200 轮左右区

域稳定，因此因此在之后的分析中我们会取这三个量在 190 至 200 轮次的平均值

进行分析。
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6.2 变量分析

6.2.1 对于随机性的论证

预测模型存在一定的随机性。为了探究随机性带来的影响，令 p = 1，q = −4，

r = 3，s = −1，ks = 1，cinit = 0，cmin = −2 Km 分别为 3,3.25,3.5 模拟三十次，

记录每个指标的最大值，最小值和平均值，有下图。

图 6: 平均收益随轮次增加的收敛示意图

可见随机性影响不显著，即使是最为随机的平均收益，其偏差范围仍然不足原

有数值的 5%。因此接下来的分析中将会忽略随机性，只进行一次模拟。
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6.2.2 对 km（信誉分重视程度正态分布的平均值）的分析

当 p = 1，q = −4，r = 3，s = −1，ks = 1，cinit = 0，cmin = −2 时改变 km

得到下列示意图，从左到右，从上到下，分别是 km 对合作人数，平均收益，和平

均信誉分的影响，最后的图为将三组数据归一化后合并展示。

图 7: km 变化对于合作人数，平均收益，平均信誉分的影响

可知，km 越大，合作就越有可能发生，这也是很符合直觉的，对于信誉分越

看重，就越可能合作。
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6.2.3 对 ks（信誉分重视程度正态分布的平均值）的分析

当 p = 1，q = −4，r = 3，s = −1，km = 7，cinit = 0，cmin = −2 时改变 ks

得到下列示意图。

图 8: ks 变化对于合作人数，平均收益，平均信誉分的影响

可知，随 ks 越大，合作发生的就越少，说明即使有非常看重信用的人，哪些

不看重信用的人也能对整个博弈环境造成负面影响。然而造成的负面影响也是有限

的，会逐渐趋近于某一值，并不会使得全员背叛，这是因为信誉分过低的个体会被

清除，也反映了清除机制的必要性。
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6.2.4 对 cinit 的分析

当 p = 1，q = −4，r = 3，s = −1，km = 7，cmin = −2 时改变 cinit 得到下列

示意图

图 9: cinit 变化对于合作人数，平均收益，平均信誉分的影响

发现 cinit 对合作人数，平均收益，平均信誉影响不显著。
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6.2.5 对 cmin 的分析

当 p = 1，q = −4，r = 3，s = −1，km = 7，cinit = 0 时，改变 cmin 得到下列

示意图

图 10: cmin 变化对于合作人数，平均收益，平均信誉分的影响

发现 cmin 越高，合作意愿越明显，同时信誉分最后收敛的值和 cmin 的取值呈

现了相当强的线性关系。用 y = ax+ b 拟合后的 r2 高达 0.9992。
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7 结论与启示

通过刚刚分析的四个参数，我们可以得到四条结论。

1. km 的取值对于个体之后的合作程度十分重要。可见社会应该多宣传诚实守信

之风，以促进合作，增加社会总收益。

2. ks 增加所带来的随机性会降低整体合作比例，以及总收益，可见不看重信誉

分的个体对于整体影响之大，如果有必要社会应该在对于这些个体进行说教

或严惩。

3. 参数 cinit 对模型表现影响不显著，可以随便设置。

4. 信誉分最后收敛的值和 cmin 的取值呈现了相当强的线性关系，可见平均的信

誉分会倾向收敛至保证不被清除市场的最低的安全分数。因此可以通过控制

cmin 的取来决定整体的合作程度。可以针对不同场景对合作程度的要求来选

去不同的 cmin，从而在保证合作和维持相对宽松的环境中得到最优解。

8 现实应用及局限

该模型可以应用在部分博弈相关的场景中。例如学校中老师时常布置的小组

作业。同组的两个人可以分别选择配合工作或消极应对。此时学生可能陷入囚徒困

境，同时选择消极怠工。如果引入类似的信用系统，就可以鼓励同学积极学习，并

帮助教师识别消极学生并给予批评教育。

本模型要求信用系统精确地控制每个个体信誉分的增减，但是这通常需要耗费

大量的监控、计算资源。在学校班级这种小范围社会内，教师通常可以做到这一点；
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但在更大规模的竞争中，这样的监视通常更为困难。这也造成了本模型的主要局限

性。
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由衷的感谢指导老师王艺臻老师和评委老师们读到这里的耐心。

我们的选题源于经济课上学习的囚徒困境。我们发现在这个情景下，理性的两

个人做出选择反而导致了对两个人而言最差的结果。我们就在想为什么会这样，以

及如何去避免这种情况。通过查阅网上的资料，我们了解到合作在多轮次的博弈中

是有可能产生的，并且了解了各种面对多轮次博弈的“最优策略”。但是，我们没

有继续前人的道路为众多“最优策略”再新添一员。与其局限于个体的角度，我们

更希望能从整体的角度真正将问题解决，即促使个体选择合作。通过阅读和我们的

生活经验，我们觉得促成合作最重要的因素就是信任。如果双方可以快速构建起信

任基础，那么囚徒困境就迎刃而解了。于是我们就在想是否可以建立一个足够权威

的信用系统，记录下参与者的信用，使得素未谋面的二人可以建立信任，并合作。

开始我们的研究后，我们找到了校内经济老师王艺臻老师作为指导老师，提供

无偿指导。之后我们先根据预期收益建立了第一个模型，但是并没有打到我们想要

的效果，于是我们和王老师进行了第一次讨论，王老师讲我们可以从马尔可夫链的

角度去思考，于是陈昊宇就提出并建立了个体的概率转移矩阵，就是现在文中的引

入模型。当齐奕安编好程序后进行模拟，我们还是发现结果差强人意，这时陈昊宇

突然想到了之前读过的一本书 The Evolution of cooperation 中提到的 Tit-for-tat策

略（即一直模仿对手上一轮的策略），这种方案的优越性在于可以有效的识别并背

叛一直倾向背叛的个体，但同时和倾向于合作的个体保持合作。而后我们通过程序

模拟发现当大多数人都倾向于 Tit-for-tat时，不论剩下的人如何长久的合作时可以

发生的。因此陈昊宇便得到启示，信用系统应该要鼓励个体进行倾向 Tit-for-tat 的

决定。

在这个想法的基础上，齐奕安和陈昊宇共同构建了新的信用系统，并且齐奕安
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又根据对人们想法的分析建立了预测模型来测试信用系统。通过程序模拟验证，发

现其有不俗的表现。之后陈昊宇完成了信用系统前面的写作，齐奕安完成了信用系

统，预测模型构建部分的写作。而后我们又和王老师进行了第二次讨论，王老师给

了一些关于论文写作用词，以及论文结构方面的建议。最后，陈昊宇又完成了数据

分析可视化和模型结论部分，而齐奕安完成了模型的应用部分，并根据王老师给的

建议重新调整了格式。

再次感谢我们的指导老师和评委老师！
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