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3�©¥§·�JÑ
�«¦)ýé��§|�¯�ê��{. T�{Äu©z[1]¥

�Douglas-Rachford©�{§O\
��	íÚ½§TÚ½=I?1�
{ü�O�. ·�

Jø
�
ê�~f±�yT�{�k�5.

'�c:

ýé��§|§Douglas-Rachford©�{§�5|Ü§¯��{.

1 Úó

3�©¥§·��Ä��§|/ª�

Ax− |x| = b, (1)

Ù¥A ´��n × n �Ý
, b ´n ���þ, |x| = (|x1|, |x2|, · · · , |xn|). 2006 c

Mangasarian and Meyer [5] ¡¯K(1) �ýé��§|¯K.

ýé��§´�aäk2�A^Ú�þnØÄ:�êÆ¯K. ùa�§�AÏ

5�Ú¦)�{¦Ù3õ�+�¥äk­�¿Â. ~X§3&Ò?n+�§§��

^uD(ü$Ú&Ò¡E. 3`z¯K¥§ýé��§|�))û
�kýé��

å�¯K§~X��zýé�8I¼ê. 3��nØ¥§ýé��§|kÏu©Û

Ú�OXÚ­½5[2, 4, 6]. k'ýé��§|��[&E§�ë�©z[3].

ýé��§|�Ø%3u�§S�ýé�¼ê. ýé�¼ê|x| �¦)�§|�
5
(J. éuüCþýé��§|§~X|x− a| = b, )Ï~�±ÏL�ê�{�
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�¼�. ,
§�XCþêþ�O\§¯KC��\E,. ~X§�§|(
0 0

−1 −0.5

)
x− x =

(
−1

−1

)

k���)(1, 0). 
ýé��§|(
0 0

−1 −0.5

)
x− |x| =

(
−1

−1

)

%kn�): (−1,−4), (−1, 4/3) Ú(1, 0).

-

Q(x) = Ax+ x− b, F (x) = Ax− x− b.

Mangasarian and Meyer 3©z[5] ¥y²
ýé��§|(1) ÚXe�¯K�dµ

Ïéx§¦�

Q(x) ≥ 0, F (x) ≥ 0, 〈F (x), Q(x)〉 = 0. (2)

Ù¥〈·〉 L«ü��þ�SÈ§=òü��þéA�©þ�¦È¿ò¤k�¦È�
Ú. (2)�¡�2Â�5pÖ¯K(GLCP). Äu(2) Ú(1) ��d5, ©z[1] ��öJ

Ñ
¦)ýé��§|(1) �Douglas-Rachford ©��{.

-e(x) = Ax − |x| − b§w,/§e(x) = 0��=�x ´ýé��§|(1) �

). Ïd·��±A^‖e(x)‖ 5ïþx Úýé��§|�)�m�ål. ØJw

Ñe(x) = 0 �du

Q(x) + F (x) = Q(x) + F (x)− γe(x), (3)

Ù¥γ > 0. Äu(3)¦)(1) �ØÄ:S��{´:

Q(xk+1) + F (xk+1) = Q(xk) + F (xk)− γe(xk).

^Ax+ x− b ÚAx+ x− b ©OO�Q(x), F (x)§þã�{�±�¤Xe/ª[1]. �

½xk, xk+1 �ÏLe��ª�)µ

2Axk+1 = 2Axk − γ(Axk − |xk| − b), (4)

Ù¥γ ´����~ê.
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-x∗ ´ýé��§|(1) �). �â©z[1] �©Û, ·���

‖Axk − Ax∗‖2 ≤ ‖Axk−1 − Ax∗‖2 −
γ(2− γ)

4
‖e(xk−1)‖2 (5)

�Ò´`, Axk 'Axk−1 ��CAx
∗. Ï~�¹e�
�y{Axk} Âñ�Ax∗§γ �

À�'��Å§·�ßÿ�3��βk ¦�Ayk = Axk+βk(Axk−Axk−1)'Axk ��
CAx∗ [Xã¤«]. ù¿�XlAxkÑu§÷X��Axk−Axk−1£Ä§‖Ax−Ax∗‖2�
¼ê��U¬eü. XJý�eü�{§·�¡��Axk − Axk−1 �‖Ax − Ax∗‖2

3Axk ?�eü��. -Ax̄k = Axk − γ
2
(Axk − |xk| − b). �â(5), Ax̄k 'Axk ��

CAx∗. Ïd−(Axk − |xk| − b) �´‖Ax− Ax∗‖2 3Axk ?�eü��.

2 ¯KJÑ

XJ−(Axk − |xk| − b) ÚAxk − Axk−1 Ñ´¼ê‖Ax − Ax∗‖2 3Axk ?�eü
��§dùü����|Ü�¤�#��´Ä�´‖Ax− Ax∗‖2 3Axk ?�eü�
�QºXJ´�{§XÛÀJÜ·�|ÜXêº·�UÄ==ÏL{ü�O�ÒU

¼���'Ax̄k �Ð�:( ·�¡��CAx∗ �:��Ð�:)ºÄuù�*	!±

©z[1] ��{�Ä:§·�éd¯K?1
&Ä.

3 &ÄL§

Äk·��Ñ�©^��PÒ. �©^Rn L«¤kn��þ�¤�8Ü§| · | L
«¢ê�ýé�§‖x‖ ½Â�

√
〈x, x〉, 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi é?¿�x, y ∈ Rn. ýé

��§|(1) �)8P�S.

3
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3.1 ¯��{

�!Äk�Ñ·��#�{.

1: ?¿�Ñx0 = x1 ∈ Rn, k = 1, 2 · · · , γ ∈ (0, 2),
2: O�

2Ax̄k = 2Axk − γ(Axk − |xk| − b), (6)

Ú
Axk+1 = Ax̄k + βk(Axk − Axk−1). (7)

3: k = k + 1, �£12Ú.

3.2 nØ©Û

�e5·�©Ûù��{�Âñ5�. ��©Ù·�b�Ý
A ´�_�. Ä

k·�?Øk = 1 Úk = 2 ��¹.

2Ax̄1 = 2Ax1 − γ(Ax1 − |x1| − b),

Ax2 = Ax̄1 + β1(Ax1 − Ax0) = Ax̄1

2Ax̄2 = 2Ax2 − γ(Ax2 − |x2| − b),

Ax3 = Ax̄2 + β2(Ax2 − Ax1)

(8)

Ún3.1 -x2, x̄2 d(8) O��)§x∗ ´ýé��§|(1) �)§K

2〈Ax2 − Ax1, Ax2 − Ax∗〉 ≤ −
γ(1− γ)

2
‖e(x1)‖2. (9)

y²µN´wÑ

‖Ax2 − Ax∗‖2 = ‖Ax2 − Ax1 + Ax1 − Ax∗‖2

= ‖Ax2 − Ax1‖2 + ‖Ax1 − Ax∗‖2 + 2〈Ax2 − Ax1, Ax1 − Ax∗〉

±9

‖Ax2 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax1 − Ax∗‖2 −
γ(2− γ)

4
‖e(x1)‖2,

4
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·��±��

2〈Ax2 − Ax1, Ax1 − Ax∗〉 ≤ −
γ(2− γ)

4
‖e(x1)‖2 − ‖Ax2 − Ax1‖2.

Ïd

2〈Ax2 − Ax1, Ax1 − Ax2 + Ax2 − Ax∗〉 ≤ −
γ(2− γ)

4
‖e(x1)‖2 − ‖Ax2 − Ax1‖2.

¤±

2〈Ax2 − Ax1, Ax2 − Ax∗〉 ≤ −γ(2− γ)

4
‖e(x1)‖2 + ‖Ax2 − Ax1‖2

= −γ(2− γ)

4
‖e(x1)‖2 +

γ2

4
‖e(x1)‖2

= −γ(1− γ)

2
‖e(x1)‖2.

Ún3.2 -x2, x̄2 d(8) O��)§x∗ ´ýé��§|(1) �)§K

2〈Ax̄2 − Ax2, Ax2 − Ax∗〉 ≤ −
γ

2
‖e(x2)‖2 (10)

y²µdu

‖Ax̄2 − Ax∗‖2 = ‖Ax̄2 − Ax2 + Ax2 − Ax∗‖2

= ‖Ax̄2 − Ax2‖2 + ‖Ax2 − Ax∗‖2 + 2〈Ax̄2 − Ax2, Ax2 − Ax∗〉

≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 −
γ(2− γ)

4
‖e(x2)‖2,

·��±��

2〈Ax̄2 − Ax2, Ax2 − Ax∗〉 ≤ −γ(2− γ)

4
‖e(x2)‖2 − ‖Ax̄2 − Ax2‖2

= −γ
2
‖e(x2)‖2

Äu±þÚn§·��±��e¡�(Øµ

½n -x2, x̄2, x3 ÏL(8)O��)§x∗ ´ýé��§|(1)�). �β2 =
(1− γ)2

γ(1 + γ)
§

5
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K

‖Ax3 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 −
(1− γ)3

4
‖e(x1)‖2 −

γ − γ2

8
‖e(x2)‖2.

y²µdu

‖Ax3 − Ax∗‖2 = ‖Ax̄2 + β2(Ax2 − Ax1)− Ax∗‖2

= ‖Ax2 − Ax∗ + β2(Ax2 − Ax1)−
γ

2
e(x2)‖2

= ‖Ax2 − Ax∗ + β2(Ax2 − Ax1)‖2 +
γ2

4
‖e(x2)‖2

− γ〈e(x2), Ax2 − Ax∗ + β2(Ax2 − Ax1)〉

= ‖Ax2 − Ax∗ + β2(Ax2 − Ax1)‖2 +
γ2

4
‖e(x2)‖2

− γ〈e(x2), Ax2 − Ax∗〉 − γβ2〈e(x2), (Ax2 − Ax1)〉

≤ ‖Ax2 − Ax∗ + β2(Ax2 − Ax1)‖2 +
γ2 − γ

4
‖e(x2)‖2 (11)

− γβ2〈e(x2), (Ax2 − Ax1)〉,

þã����Ø�ª¤á��Ï´Ï�(10). ,��¡§

‖Ax2 − Ax∗ + β2(Ax2 − Ax1)‖2

= ‖Ax2 − Ax∗‖2 + β2
2‖Ax2 − Ax1‖2 + 2β2〈Ax2 − Ax∗, Ax2 − Ax1〉 (12)

≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 + β2
2‖Ax2 − Ax1‖2 −

β2γ(1− γ)

2
‖e(x1)‖2.

^(12) O�(11), ·���µ

‖Ax3 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 + β2
2‖Ax2 − Ax1‖2 −

β2γ(1− γ)

2
‖e(x1)‖2

+
γ2 − γ

4
‖e(x2)‖2 − γβ2〈e(x2), (Ax2 − Ax1)〉

= ‖Ax2 − Ax∗‖2 +
β2
2γ

2

4
‖e(x1)‖2 −

β2γ(1− γ)

2
‖e(x1)‖2

+
γ2 − γ

4
‖e(x2)‖2 − γβ2〈e(x2), (Ax2 − Ax1)〉

= ‖Ax2 − Ax∗‖2 −
β2γ[2− (2 + β2)γ]

4
‖e(x1)‖2

6
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− γ − γ2

4
‖e(x2)‖2 +

β2γ
2

2
〈e(x2), e(x1)〉

≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 −
β2γ[2− (2 + β2)γ]

4
‖e(x1)‖2

− γ − γ2

4
‖e(x2)‖2 +

β2γ
2

4
(α‖e(x2)‖2 +

1

α
‖e(x1)‖2

= ‖Ax2 − Ax∗‖2 − (
β2γ[2− (2 + β2)γ]

4
− β2γ

2

4α
)‖e(x1)‖2

− (
γ − γ2

4
− αβ2γ

2

4
)‖e(x2)‖2

þã����Ø�ª¤á
uYoung’s Ø�ª2〈x, y〉 ≤ α‖x‖2 + 1
α
‖y‖2 é?¿

�α > 0 Ñ¤á. XJ

β2γ[2− (2 + β2)γ]

4
− β2γ

2

4α
> 0

Ú
γ − γ2

4
− αβ2γ

2

4
> 0

¤á§·��±��

‖Ax3 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2.

-

α =
1 + γ

2(1− γ)
, β2 =

(1− γ)2

γ(1 + γ)
.

ÏL{ü�O���

β2γ[2− (2 + β2)γ]

4
− β2γ

2

4α
=

(1− γ)3

4

γ − γ2

4
− αβ2γ

2

4
=
γ − γ2

8
.

¤±

‖Ax3 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 −
(1− γ)3

4
‖e(x1)‖2 −

γ − γ2

8
‖e(x2)‖2.

y.. �âþã½n§�γ ∈ (0, 1)�§‖Ax3 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax2 − Ax∗‖2 ¤á.

^Ó���{§·��±y²

‖Axk+1 − Ax∗‖2 ≤ ‖Axk − Ax∗‖2 − η‖e(xk)‖2 − ρ‖e(xk−1)‖2, ∀k = 1, 2, · · · , (13)

7
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Ù¥η, ρ > 0. ò(13) ¥�Ø�ªlk = 1 \�k = N§·���

‖AxN+1 − Ax∗‖2 ≤ ‖Ax1 − Ax∗‖2 − η‖e(xN)‖2 − (η + ρ)
N−1∑
i=1

‖e(xi)‖2 − ρ‖e(x1)‖2.

Ïdlimk→∞ ‖e(xk)‖ = 0. duA ´�_�, ¤±k

lim
k→∞

xk = x∗

¤á.

4 ê�(J

�!·�òÏLA�¢~5�y·�#�{�k�5.

¢~ �Äýé��§|§Ù¥A = tridiag(−1, 8,−1) ∈ Rn×n, b = Ax∗ − |x∗|, �`
)�x∗ = (−1, 1,−1, 1, . . . ,−1, 1) ∈ Rn [1]. “n”L«�§|��ê��ê. ·�é'


\�c��{£P�“DR”¤Ú\����{£P�“ADR”¤§P¹
ùü«�{

¦)Ó��¯K¤^�S�gê(Iter.)ÚO�Å�O��m(Time)§“residual” L

«ÊÅ����xéA�‖Ax− |x| − b‖��. ùp·��γ = 0.99.

n
ADR DR

Iter. Time residual Iter. Time residual

100 333333 0.247610.247610.24761 6.6702e-09 47 0.40978 6.6609e-09
200 343434 0.524910.524910.52491 4.657e-09 47 0.7258 9.8529e-09
300 343434 0.922010.922010.92201 5.2544e-09 48 1.2935 6.7719e-09
500 343434 1.70181.70181.7018 7.2121e-09 48 2.2034 7.4042e-09
1000 353535 4.33694.33694.3369 4.8706e-09 49 5.9619 6.1535e-09
2000 353535 13.761913.761913.7619 6.5807e-09 49 18.8238 9.1118e-09
3000 353535 43.920643.920643.9206 7.6964e-09 50 47.6439 6.5539e-09

Ú©z[1] ¥��{�', ·��#�{�O\
{ü�O�þ§L�¥�êâ

L²#�{3O��mÚS�gê�¡k�½�`³§Ny
·�#�{(¢J,


O��Ç.

8
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5 (Ø

¦+8c3ýé��§|�ïÄ¥��
�
?Ð§�EkNõ+���&

¢. �5�ïÄ�±8¥3±eA��¡µ

p��{�muµI��p���{5)û�5�Úp�Ý�ýé��§|§

±JpO�5UÚ)�O(5.

A^*Ðµ�XEâ�?Ú§ØäÑy#�A^|µ.

ýé��§|´��êÆþ���2�·^�¯K.§�ïÄºX
nØ©Û!

�{muÚ¢SA^. �XEâÚnØ�ØäuÐ§ýé��§�ïÄò3��+

�UYu�­��^§¿�Aé�E,�¯KJø#��).
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致谢

本文主要研究绝对值方程的数值解法。绝对值方程组在优化理论与工程计算中有广泛

应用，在指导老师的引导下，我将 Douglas-Rachford 分裂方法作为研究对象，并尝试在算

法设计中提出改进。

指导老师在整个研究过程中起到关键作用。我对绝对值方程组的求解感兴趣，他向我

推荐了参考文献，在他的帮助下，我明确了研究方向。在理论推导时多次和老师讨论，完成

了定理的证明。在数值实验环节，老师提供了部分基础代码框架，并在我遇到运行错误或收

敛停滞问题时给出了调试建议。我则在其基础上进行参数修改、数据扩展和实验结果整理。

需要说明的是，指导老师的帮助是无偿的，其主要作用是引导与协助，而论文主体内容仍由

我独立完成。研究中未引入其他人员参与。

1. 选题来源

由于我对绝对值方程组感兴趣，向老师请教如何求解，老师推荐了相关文献，在阅读了

Mangasarian 与 Meyer 关于绝对值方程组 的经典工作后，我意识到 Douglas-Rachford 方

法在理论上虽有优势，但仍存在改进空间，因此确立了研究主题。

2. 数据获取与实验设计

研究数据主要为随机生成的测试算例。我与老师共同设计了实验流程：设置不同维度的稀疏

矩阵，比较改进前后的收敛速度，并通过改变参数 γ 验证算法稳定性。

3. 分工与贡献

我：负责文献调研、公式推导、实验数据生成、参数调整及论文写作。特别是在论文撰写阶

段，我完成了研究背景、理论部分、实验结果与结论。

指导老师：负责研究方向把关，提供文献推荐；理论部分，协助完成定理证明；在实验部分，

帮助搭建了基础程序框架并指导调试；在论文写作中，对我的初稿提出修改意见，确保论文

逻辑清晰。

4. 遇到的困难与解决
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研究过程中我主要遇到三类困难：

理论推导复杂：早期无法证明改进算法的收敛性，在老师建议下我转而采用能量函数法，最

终完成了证明。

实验效率低：在高维问题上运行时间过长，老师指导我使用稀疏矩阵存储与向量化方法，我

据此修改程序后效率显著提升。

写作逻辑：论文初稿中结构不够紧凑，在老师建议下我调整了章节顺序，使论证更加连贯。
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