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论文题目：圆有向图的圈结构及围长求解算法

作者：韩卓毅 刘雨菲

论文摘要：本文主要对圆有向图的圈结构进行理论分析，并

解决其围长的计算问题。文章回顾了圈结构的研究进展，尤

其是Bondy关于泛圈性的元猜想以及有向图哈密尔顿性和

泛圈性研究现状。局部半完全有向图是竞赛图和半完全有向

图的推广，是一类重要的有向图类。在这类图的圈结构研究

中，出现了圆可分解性和圆有向图，它们是构造非泛圈局部

半完全有向图的关键。因此，深入理解圆有向图的圈结构是

局部半完全有向图圈研究的一项基础性工作。本文引入了圆

有向图中的最远出邻居、极小圈和完美圈等概念，证明了

最远出邻居的夹逼性质和一系列关于圈长的命题，阐明了

圆有向图中完美圈、极小圈与最短圈之间的紧密联系，并

进一步给出刻画了圆有向图的最短圈长（围长）的定理。

在此基础上，本文设计了一种基于最远出邻居递归搜索的

线性时间算法，用于高效计算圆有向图的围长，并证明了

算法的正确性和复杂度。此研究不仅加深了对圆有向图圈

结构的理解，也为有向图圈结构分析提供了新的方法论工具。

关键词：圆有向图，哈密尔顿圈，泛圈性，局部半完全有

向图，围长20
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一、 前言：背景、简介与定义

问题的背景

哈密尔顿问题源自对多面体顶点遍历的思考。爱尔兰数学家 William Rowan

Hamilton（哈密尔顿）最早在研究正二十面体对称性时，提出了在正二十面体的

骨架上寻找一条恰好经过每个顶点一次并回到起点的闭合多边形这一问题。此构

想后来演化为图论中哈密尔顿圈的基本概念。哈密尔顿圈指图中包含所有顶点的

圈；而图的哈密尔顿性是指图中存在哈密尔顿圈。随着图论和计算机科学的发展，

人们发现在一般图上判断是否存在哈密尔顿圈是一个 NP-完全问题，随意给定一

个图求解其哈密尔顿圈在计算上极具挑战性。因此，寻找存在哈密尔顿圈的充分

条件以及高效算法成为组合优化与图论中的研究热点。

哈密尔顿圈的存在性回答了图中是否存在一条覆盖所有顶点的极长圈这一

问题，但这一回答并不足以反映图中圈结构的丰富程度。早期工作发现许多能保

证哈密尔顿性的充分条件实际上还能推出更强的结论。Bondy 在 1976 年提出了

一个著名的元猜想（[1]），认为几乎所有非平凡的哈密尔顿充分条件都不仅能

导出哈密尔顿圈的存在，还能进一步导出泛圈性，即图同时包含从 3 到�的各种

圈长（�为图的顶点数目）的性质。这为后续的泛圈性以及多种多样的路圈性质

研究奠定了基础。

随着对图的圈结构研究的迅速进展，Gould 提出了系统性的综述，特别针对

无向图的哈密尔顿性与泛圈性问题进行深入探讨。他先后发表了三篇代表性的综

述（[2,3,4]），各自具有鲜明的侧重点，互为补充形成连贯叙述。1991 年的第

一篇综述（[2]）整合了圈理论到上世纪九十年代初为止的经典结果，集中讨论

了如何用最小度条件与连通度条件确立图的哈密尔顿性与可迹性，为后续研究提

供了关于哈密尔顿性与其他圈性质的基本理论框架。2003 年的第二篇综述（[3]）

通过泛圈性问题的引入，拓宽了对圈长及其全谱的研究视野，尤其是对如何通过

图的全局结构来保障存在多种长度的圈，对本项目圆有向图中的圈问题提供了直

接启示。2014 年的第三篇综述（[4]）对前两篇综述发表以后的进展作了进一步
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整合，关注点包括在特定禁用子图条件下的泛圈性、含指定顶点的圈问题及邻域

联合条件等，为无向情形在更细致结构约束下的圈存在性提供了系统参考。

另一方面，有向图的圈问题在结构和技术上更为复杂，挑战性更强。这促使

研究者发展出专门的技术和方法论来应对。英国 Birmingham 大学的 Kühn 和

Osthus 团队在有向图和超图的圈理论方面取得了很多突破性的成果，解决了若

干经典的问题和猜想。因此，他们获邀在 2014 年国际数学家大会（ICM）上作专

题报告，介绍相关的成果。他们对于有向图圈研究的进展作出了综述（[5]），

系统梳理了有向图、定向图和竞赛图中哈密尔顿圈研究的最新进展。在综述中，

他们强调了稳健扩张法与吸收法的协同作用，并展示了这些工具在解决一些长期

的猜想和构造哈密尔顿分解时的效用，同时列举了若干依然开放的问题。

定义与符号

本文主要研究一类有向图类即圆有向图的圈结构。以下先给出一些定义与符

号。本文中考虑的是有限有向图，并假定图中没有自环和没有重弧。当我们谈到

圈和路径时，均指有向圈和有向路径。设�是一个有向图，以� � 表示�的顶点

集，以�或者|�|表示�的顶点数目。�的边带有方向，通常称为弧，且�的弧集以

� � 表示。任取�, � ∈ � � 。如果存在一条从�到�的弧，则记作� → �；否则记

作� ↛ �。有时我们采用连续的方式来表示收尾相接的弧，例如� → � → �表示

存在一条从�到�的弧以及一条从�到�的弧，并依此类推。

有向图�中长为�的圈称为�-圈，�的最短圈的长度称为�的围长，并记为�(�)。

如果对于�中任意两个顶点�和�，都存在从�到�的路径和从�到�的路径，我们说

�是强连通的,或简称为强的。当�中存在一个哈密尔顿圈时，�必然是强连通的，

因此强连通性是哈密尔顿性和泛圈性的必要条件，且我们大部分情况下讨论强连

通的有向图。设�是�中的一条路径，�和�是�上的两个顶点，记� �, � 为从�到�

的子路径；� �, � 为从�到�但不包含�和�的子路径。类似地定义� �, � 和�(�, �)。

设�和�是两个整数，记[�, �]为介于 a和 b之间的整数集合。当� = 1 时，我们将

[1, �] 简记为[�]。

20
25

 S
.-T

. Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
25
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



6

设�是�的一个子有向图。为简洁起见，我们有时用�来同时表示它的顶点集

和弧集，并使用� ∈ �、� ∈ �这样的表达式分别表示�是�的一个顶点、�是�的一

条弧。

竞赛图（tournament）是指在任意一对顶点之间恰好存在一条弧的有向图。

有向图�称为半完全有向图，如果在�的任意一对顶点之间至少存在一条弧。因

此，半完全有向图类（semicomplete digraph, SD）包含竞赛图类。令�为�的

一个顶点子集，所谓�的诱导子图指的是由�构成顶点集并保留原图中所有在两端

在�中的弧而得到的子图。若对�中每个顶点�，其入邻居所诱导的子图是半完全

有向图，则称�为局部入半完全有向图；类似地，若每个顶点的出邻居所诱导的

子图是半完全有向图，则称为局部出半完全有向图。若一个有向图既是局部入半

完全有向图又是局部出半完全有向图，则称其为局部半完全有向图（locally

semicomplete digraph, LSD）。LSD 是 SD 的重要推广形式，且已被广泛研究。

研究动机

在图论中，一个普遍周知的事实是竞赛图和半完全有向图都具有丰富的路性

质和圈性质。一个常受关注的比哈密尔顿性和泛圈性更为加强的性质是顶点泛圈

性，即对于图中任意一个顶点和满足 3 ≤ � ≤ �的�，都存在包含该顶点的长度为

�的圈。强连通的 SD 不仅是哈密尔顿的，而且是顶点泛圈的。自然地，人们关注

LSD 是否能保持与 SD 相同的路圈性质。受到这一问题的驱动，研究者已经证明

强连通 LSD 是哈密尔顿的。然而，对于 LSD 的泛圈性，存在一类例外图，如下

面的定理所指出。

若一个有向图�有�个顶点，则称其为圆有向图，如果我们可以将其顶点标记

为 �0, �1, …, ��−1，使得对每个�有：

�+(��) = {��+1, …, ��+�+(��)}, �
−(��) = {��−�−(�), …, ��−1}

其中下标按 � 取模。我们称�0, �1, …, ��−1为�的一个圆序列。容易验证圆有向图

总是 LSD。如果一个圆有向图中，任意两个顶点之间都没有双向的弧（或者等价
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地说图中没有 2-圈），则称其为圆局部竞赛图。一个 LSD �称为圆可分解的，

如果它可以表示为

� = �[�1, �2, …, ��]，

其中�是一个具有�个顶点{�1, �2, …, ��}的圆局部竞赛图，且�是由�通过以下方式

得到：将�中的每个顶点��替换为一个强连通半完全有向图 �� ；将每条弧����替

换为从�(��)到�(��)的所有弧。这样的分解称为�的圆分解。

定理 1.1. （[6]）一个强连通 ��� �是泛圈的，当且仅当它不能具有如下的圆

分解

� = � �1, �2, …, �� ，

其中�是一个圆局部竞赛图，并且

�(�) > ���{2, ∣�(�1)∣, ∣�(�2)∣, …, ∣�(��)∣} + 1. □

根据 Bang-Jensen 与 Gutin 等关于有向图与竞赛类结构的研究（[7]），一

个强连通圆局部半完全有向图�具有从 � � 到 ∣�∣ 的所有长度的圈。因此，当

� � > 3 时，�本身就构成 LSD泛圈性的例外图。而将�的顶点替换为强连通的

SD 有助于补足长度从 3 到���{∣��∣: 1 ≤ � ≤ �}的圈，因为强连通 SD 是泛圈的。

而若�(�) > ���{∣��∣: 1 ≤ � ≤ �} + 1，则在长度从���{∣��∣: 1 ≤ � ≤ �} + 1 到

�(�) − 1 之间仍然会有缺失的圈长，因此�不是泛圈的。由此可见，确定圆局部

竞赛图的围长对判断一个圆可分解有向图是否泛圈是很重要的，而对于圆局部竞

赛题以及更广范围的圆有向图的圈结构的理解，对于局部半完全有向图的圈结构

分析起着基础性的作用。因此，本文关注圆有向图的圈结构，对其作理论分析并

设计相关算法。

根据定义，强连通圆有向图必然包含哈密尔顿圈 � = �0�1…��−1�0 ，并且

顶点��的出邻居从��+1起在�上依次排列，距离�� ​ 最远的出邻居为��+�+(��)，本

文中称之为��的最远出邻居。如果我们从任意一个顶点出发，不断访问它的最远
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出邻居，直到回到出发点，这就形成了一个短圈，我们称之为极小圈。直观上，

我们可能期望在所有极小圈中找到全局的最短圈，这可以视为是一种贪婪策略。

本文证明了一些关于极小圈与圆有向图围长之间关系的结果，从而验证了这种贪

婪策略的正确性。我们的结果还表明，在许多情况下，我们可以不需要检查完所

有的极小圈就找出最短圈。基于这些发现，我们得到了一个线性算法来计算给定

圆有向图的围长。

二、 极小圈、完美圈与最短圈

首先我们给出若干在圆有向图中特有的圈与路的定义。这里仅考虑强连通的

圆有向图。设�是一个强连通的圆有向图，其顶点的圆序列为�0, �1, …, ��−1。由

于�是强连通的，因此每个顶点至少有一个出邻居。由此可知�� → ��+1，并且 � =

�0�1…��−1�0是�的一个哈密尔顿圈。

由于在哈密尔顿圈�上，顶点��+�+(��)是 �� 的最远出邻居，我们相应地称弧

����+�+(��)为顶点��的最远出弧。设��是�的一个顶点，对于一条长度至少为 2 的

路径 ��1��2…���，其中��1 = ��。若其中每一条弧都是某个顶点的最远出弧，则称

其为一个极小路径，并称其开始于顶点��。对于一个圈� = ��1��2…�����1，� ≥ 2，

如果除最后一条弧 �����1 外，其余每一条弧都是最远出弧，并且对所有 1 ≤ � < �

有弧��� ↛ ��1，换句话说 ���是第一个能够回到��1的顶点，那么我们称�是一个开

始于顶点��1的极小圈。如果更进一步，弧�����1也是最远出弧，那么我们称�是一

个完美圈。

如果一条极小路径��1��2…������+1（� ≥ 2）在哈密尔顿圈�上的顶点出现顺

序为��1 , ���+1 , ��2, …, ��� ，那么称这条极小路径为首次交叉极小路径。注意这实际

上意味着��1��2…�����1是一个极小圈。20
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以下的结论将在本文的证明中多次使用。出于以下原因，我们类比分析学中

的名词，称其为夹逼性质。假设有三个顶点，其中第三个顶点在哈密尔顿圈�

上位于前两个顶点之间。如果我们分别从这三个顶点出发，分别不断地沿着各自

的最远出邻居前进，得到三个顶点序列，那么第三个序列上的顶点始终保持在前

两个序列的对应顶点之间。在许多情况下，前两个序列会在某一点重合，那么第

三个序列也必然与它们重合。

引理 2.1（夹逼性质）. 设�是一个强连通圆有向图，且� = �0�1…��−1�0 是由

其圆序列形成的哈密尔顿圈。设�, �, �是�的三个顶点，且�, � ∈ �[�, �']，又分

别记��'、��'、��'为顶点�, �, � 的最远出弧。如果 � ∈ �[�, �]，则有�' ∈

�[�', �']。特别是，如果 �' = �'，则必然有 �' = �' = �'。

证明：首先证明顶点�, �, �', �'在�上按次序出现。假设不然，它们在�上的顺序

是�, �, �', �'。根据圆序列的定义以及� → �'，可推出� → �'，这与 �'是�的最远

出邻居相矛盾。因此 �, �, �', �'必须依次出现在�上。类似地，可以推出�, �, �', �'

依次出现在�上，和�, �, �', �'依次出现在�上。综合前述，�', �', �'依次出现在�

上，于是有�' ∈ �[�', �']。若�' = �'，则显然 �' = �' = �'。□

以下我们证明几个阐明极小圈、完美圈以及最短圈之间关系的命题。

命题 1. 设�是一个强连通圆有向图，�是�的一个顶点，从�开始的最短圈是包

含�的所有圈中最短的。

证明. 设�1 = ��1��2
' . . . ���'��1是包含� = ��1的最短圈。考虑��1的最远出弧��1��2。

显然��2 ∉ {���−1: 3 ≤ � ≤ �}，否则会得到比�1更短的包含��1的圈。特别地，��2 ∈

�(��1 , ��3')。

如果��2 ≠ ��2'，则��1,��2',��2,��3'在�上依次出现。根据圆有向图的定义及

��1 → ��2' → ��3'，可得��1 → ��2 → ��3'。因此，可以在�1中用��2替换��2'，得到长

度相同的圈�2。若��2 = ��2'，则令�2 = �1。

20
25

 S
.-T

. Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
25
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



10

重复上述过程：对于 1 ≤ � ≤ � − 2，设���的最远出弧为������+1，在��中：若

���+1 = ���+1'，则令��+1 = ��；否则用���+1替换���+1'，得到��+1。

最后处理���−1的最远出弧���−1���。由于���−1↛��1（否则会得到更短的圈），

所以��� ∈ �(���−1, ��1)。在��−1中用���替换���'，得到圈��。此时��即为从� = ��1

开始的极小圈，且其长度与�1相同。这就说明所有包含�的圈中，从�开始的极小

圈是经过�的最短的圈之一。□

命题 2. 设�是一个强连通圆有向图，若�存在完美圈，则该完美圈是所有圈中最

短的。

证明. 设�的圆序列为�0,�1,...,��−1，则� = �0�1. . . ��−1是�的一个哈密尔顿

圈。设�中存在一个完美圈�1 = ��0��1. . . ���−1��0，又假设�中存在更短的圈�2 =

��0��1 . . . ���−1��0(� < �)。现基于�2上的顶点将�划分�段:

�0 = ��0��0+1 . . . ��0−1 = �[��0 , ��1−1]

�1 = ��1��1+1 . . . ��2−1 = �[��1 , ��2−1]

...

��−1 = ���−1���−1+1 . . . ��0−1 = �[���−1 , ��0−1]

由于�1是完美圈，��0��1 . . . ���−1在�上依次出现。由� < �，存在�使得���和

���+1同属某个��。此时��� , ��� , ���+1 , ���+1在�上依次出现。由��� → ���+1及圆有向

图的性质，得��� → ���+1，这与������+1是最远出弧矛盾。因此，若�上存在完美

圈，则其上不存在更短的圈，故完美圈是最短圈。□

命题 3. 设�是一个强连通圆有向图，若�包含长度为�的完美圈，则从任意顶点

开始的极小圈长度为�或� + 1。

证明. 设�的圆序列为�0, �1. . . ��−1，则� = �0, �1. . . ��−1�0是�的哈密尔顿圈。设

�中的完美圈为�1 = ��0��1. . . ���−1��0。类似于上一个证明，可将�划分为�段：
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�0 = ��0��0+1. . . ��1−1 = �[��0, ��1−1]

�1 = ��1��1+1. . . ��2−1 = �[��1, ��2−1]

...

��−1 = ���−1���−1+1. . . ��0−1 = �[���−1, ��0−1]

考虑任意� ∈ �(�) \ �(�1)及其最远出弧��0。若存在� ∈ [0, � − 1]使�, �0 ∈

��，则由圆有向图定义可得� → ���+1（模�加法），这与 0ww 为最远出弧矛盾。

故�与 0w 必分属不同的��。

若� ∈ ��且�0 ∈ ��+�，其中 2 ≤ � ≤ � − 1，同时�0 ≠ ���+2，则�,���+1,

���+2,�0在�上依次出现。由� → �0可得���+1 → �0，这与���+1���+2为最远出弧

矛盾。因此对任意最远出弧��0，必有：

� ∈ ��且�0 ∈ �� + 1，或� ∈ ��且�0 = ���+2(� ∈ [0, � − 1])。(2)

不失一般性，考虑一个起始于�0 \ {��0}中的顶点的极小圈。记起点为��0，

极小圈为�2 = ��0��1. . . ���−1��0( �2 = �)。对于�2上每个顶点���，若��� ∈ ��，

由(2)知���+1 ∈ ��+1或���+1 = ���+2。设�为使��� ∈ ��且���+1 = ���+2的最小整数，

则对所有 0 ≤ � ≤ �有��� ∈ ��，且���+1 = ���+2。从���+1 = ���+2开始，�2将与�1

重合直至返回起点��0。因此�2 = ��0 . . . ������+2 . . . ��0��0，其长度为(� + 1) + (� −

(� + 1)) = �，结论成立。

现假设对�2上所有���，均有若��� ∈ ��则���+1 ∈ ��+1。由��0 ∈ �0可得��� ∈

��(0 ≤ � ≤ � − 1)，且�2长度至少为�。若���−1 → ��0，则�2 = ��0��1. . . ���−1��0，

其长度为�；若���−1不可达��0，设���−1的最远出邻居为位于�上��0与��0之间的

���，则�2 = ��0��1 . . . ���−1�����0，其长度为� + 1。故�2长度为�或� + 1，结论

得证。□

前 3个命题说明了若图中存在完美圈，完美圈必定是最短的圈，这是符合直

觉的。以下的命题则揭示一个更为深刻的事实：若图中没有完美圈，那么图中所
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有的极小圈却有着相同的长度。

命题 4. 设�是一个强连通圆有向图，若�中不存在完美圈，则所有极小圈长度相

同且均为�中最短圈。

证明. 设�的圆序列为�0, �1, . . . . , ��−1。则� = �0�1. . . ��−1�0是�的哈密顿圈。依

假设，�中不存在完美圈。则从每个顶点出发都形成首次交叉极小路径。设其中

一条为�1 = ��0��1. . . ���，对应存在极小圈�1 = ��0��1. . . ���−1��0， �1 = � + 1

且 pC 1 ，而且��0, ���, ��1在�上依次出现。定义：

�0 = ��0��0+1 . . . ��1−1 = �[��0 , ��1−1]

�1 = ��1��1+1 . . . ��2−1 = �[��1 , ��2−1]

...

��−1 = ���−1���−1+1 . . . ���−1 = �[���−1 , ���−1]

注意到��−1与�0存在重叠部分：�� = ��−1 ∩ �0 = ��0 . . . ���−1。同时定义：

�0
∗ = �0 − �(��−1) = ������+1 . . . ��1−1 = �[��� , ��1−1]

��−1
∗ = ��−1 − �(�0) = ���−1���−1+1 . . . ��0−1 = �[���−1 , ��0−1]

考虑� ∈ �(�) \ �(�1)及其最远出弧��'。类似命题 3证明中的讨论，�与�'

不能在同一个��上，且满足：

对任意的最远出弧��'，要么� ∈ ��且�' ∈ ��+1，

要么� ∈ ��且�' ∈ ���+2（其中� ∈ [0, � − 1]）。(3)

注意(3)中的陈述涵盖了� ∈ ��的情况（视为� ∈ �0，故�' ∈ �1或�' = ��2）。

对于满足� ∈ ��且�' = ���+2(� ∈ [� − 1])的�，称��'为关于�1的跃迁弧（当�1

明确时可简称为跃迁弧）。

现不妨设�1是�中最长的首次交叉极小路径。设�2是�中另一长度为�的首次

交叉极小路径。由于从任意顶点�出发的极小圈长度等于从�出发的极小路径长

度，只需证明� = �或 �2 = �1 。根据�2是否存在关于�1的跃迁弧分两种情况

讨论。

情况 1. �2中存在至少一条跃迁弧。设�2中第一条跃迁弧为��'，其中� ∈ ��
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且�' = ���+2。设�2的起点� ∈ ��。

情况 1.1 0 ≤ � < �，且若� = 0 则� ∈ �0
∗。

此种情况下，�2在�之前的一段不经过��。因此每个��(� ≤ � ≤ �)恰含一个�2

上的顶点且互不相同。记�2在��中的顶点为���，则� = ���，� = ���，�' = ���+2，

且�2从���+2到���与�1重合。�2的前段为：������+1 . . . ������+2 . . . ���。

根据对于�的假设，�2在���尚未形成一条完整的首次交叉路，故需从���继续

延伸。记���的最远出邻居为��1
'，其中��1

' ∈ �1或��1
' = ��2。若��1

' = ��1，则得

完美圈�����1��2 . . . ���，矛盾；若��1
' = ��2，则得完美圈�����2 . . . ���，亦矛盾。

故��1
' ∈ �1 \ ��1 。

对于 1 ≤ � ≤ �，递归地定义���
'的最远出邻居为���+1

'。类似于上述，可证明

���
' ∈ �� \ {���}(1 ≤ � ≤ �)。注意到

�� \ {���} = �� ��� , ���+1−1 = �� ��� , ���) ∪ [��� , ���+1−1 ,

以下进一步证明 ���
' ∈ ��(��� , ���)。否则，假设存在 1 ≤ � ≤ �使得 ���

' ∈

��[��� , ���+1−1]，由夹逼性质得���
' ∈ �� ��� , ���+1−1 对于� ≤ � ≤ �成立。此时���

' ∈

��[���, ���+1−1]，而������+2 与���+1���+2 均为最远出弧，故���
'的最远出弧必为

���
'���+2。但此时存在完美圈���

'���+2 . . . �����1
' . . . ���

'，矛盾。因此

���
' ∈ ��(��� , ���)(1 ≤ � ≤ �)。

特别地有���
' ∈ ��(��� , ���)，�2必须延伸至���+1

'以形成交叉。故

�2 = ������+1 . . . ������+2 . . . �����1
' . . . ���

'���+1
'，

其顶点数为： �2 = (� − � + 1) + (� − (� + 2) + 1) + (� + 1) = � + 1 = �1 。结

论成立。

情况 1.2. � < � ≤ � − 1。

注意当� = � − 1 时允许� ∈ ��，这涵盖了情况 1.1 中� = 0 时未讨论的部分。
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由假设��'是�2中首次跃迁弧，故每个��(� ≤ � ≤ � − 1 或 0 ≤ � ≤ �)恰含一

个�2顶点。

以下证明�2不能经过��。若�2有顶点在��中，则该顶点是�2在��−1 ∪ �0

中的唯一顶点，记为��0。�2在��(� ≤ � ≤ � − 2 或 1 ≤ � ≤ �)中的顶点则记为���

（注意��� = �）。以下延伸�2。定义��1
'为���的最远出邻居，并递归定义���+1

'

为���
'的最远出邻居(1 ≤ � ≤ �)。有��� ∈ �0[��0, ��1−1]。由夹逼性质得��1

' ∈

�1[��1, ��2−1] ∪ ��2 。但若��1
' = ��2会产生完美圈

pp
vvv  ...

2
，矛盾。故��1

' ∈

�1[��2, ��2−1] 。 类 似 可 得 ���
' ∈ ��[��� , ���+1−1](1 ≤ � ≤ �) 。 特 别 地 ���

' ∈

��[���, ���+1−1]。因��� = �与���+1有共同最远出邻居���+2，故���+1的最远出邻居

也必为 ���+2 （夹逼性质中三个序列重合的情况）。但此时存在完美圈

��1
' . . . ���

'���+2 . . . �����1
'，矛盾。因此�2不能经过��，故�2在��−1

∗和�0
∗上各有

一个顶点，分别记为���−1和��0。�2在��(� ≤ � ≤ � − 2 或 1 ≤ � ≤ �)中的顶点记

为���。则：

�2 = ������+1 . . . ���−1��0. . . ������+2 . . . ������+1，

且 �2 = (� − 1 − � + 1) + (� + 1 + ((� + 1) − (� + 2) + 1) = � + 1 = �1 。结论

成立。

情况 2. �2中不存在跃迁弧，即每个��上的� ∈ �(�2)的最远出弧均指向��+1上

的�'。

因为不存在跃迁弧，每个��上至少含有一个�2的顶点，且�1, �2, . . . , ��−2中

的顶点互不相同，此类顶点数目至少为� − 2。又因为�1是最长的首次交叉极小

路径，所以 �2 ≤ �1 = � + 1。故�2在�0 ∪ ��−1中的顶点数至多为(� + 1) −

(� − 2) = 3。特别地，若恰有 3 个顶点在�0 ∪ ��−1中，则必有 �2 = �1 ，结论

成立。故可设�2在�0 ∪ ��−1中至多有两个顶点。
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注意到�2的两个连续顶点不能同属一个��。因此若存在��包含两个�2顶点，

则��必含�2的起点或终点。分别记�2的起点和终点为�和�，�在�2中的后继为�+，

�在�2中的前驱为�−。由于无跃迁弧，�, �, �+，�−在�上的分布必满足以下的

(a)或(b)：

(a) �与�均在某一个��上。

(b) �−与�在某个��上，�与�+在��+1上，且按�−,�, �, �+顺序出现在�上。

设�2在�0 ∪ ��−1中有两个顶点，其分布仅有四种可能：

(1) 一个顶点在�0
∗，另一个顶点在��−1

∗。

(2) 一个顶点在��，另一个顶点在��−1
∗。

(3) 一个顶点在��，另一个顶点在�0
∗。

(4) 两个顶点均在��。

在情况(1)下必存在� ∉ 0, � − 1 使得��至少含有�2的两个顶点，故 �2 ≥

� − 2 + 1 + 2 = � + 1 = �1 。由�1的选取知等号必然成立，结论得证。

在情况(2)下��−1含两个�2的顶点。有两种可能：(i) ��−1
∗含起点�，��含

终点�。但此时�的最远出弧为跃迁弧，矛盾。(ii) ��−1
∗含终点�，��含第二个

顶点�+，且��−2含�−和�。此时 �2 = � − 2 + 1 + 2 = � + 1 = �1 ，结论成立。

情况(3)可类似证明。

故可设(4)成立，即�2在�0 ∪ ��−1中的两个顶点均在��上。当�2在�0 ∪ ��−1

中仅有一个顶点时，该顶点也必在��上，否则存在跃迁弧，与本情况的假设矛

盾。故以下合并讨论这两种情况。

令�0' = ��，��' = ��(1 ≤ � ≤ � − 2)。则�2的所有顶点均位于��'上 (0 ≤≤

� − 2)。且对于某一个 0 ≤ � ≤ � − 2，(a)和(b)的以下变体(a')和(b')之一成立：

(a') �与�均在��'上。

(b') �−与�在��'上，�与�+在��+1'上，且�−，�，�， �+按顺序出现在�上。

若(b')成立，则 �2 = � − 1 + 2 = � + 1 = �1 ，结论成立。现设(a')成立，

并引入更多记号：若��'上仅有一个�2中的顶点，记作��� = ���,��� = ���,��；若�
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与�同在��'上，则设� = ���,���，� = ���,��。基于此符号体系，可将�2的每条弧均

表述为从���,���指向���+1,��（当��
'和��+1

' 各仅含一个�2顶点时无差别，但便于处理

��
'与��+1

' 包含�或�的情况）。注意由于��
' [���,�� , ���−1] ⊆ ��

' [���,��� , ���−1]，若顶

点� ∈ ��
' [���,�� , ���−1]，则� ∈ ��

' [���,��� , ���−1]，根据夹逼性质，�的最远出邻居

�' ∈ ��+1
' [���+1,�� , ���+1−1] ∪ {���+2}。此处即运用了上述将�2的弧视为从���,���

指向���+1,��的思路。

改记�1 = ��0��1 . . . ��� = ��0,0��0,1. . . ��0,� 。从��0,� 沿最远出弧延伸�1：设

��0,� = ��1,1，其最远出邻居为��1,2。由��0,���在��上，有��1,1 ∈ �0[��0,�� , ��0,1−1] ⊆

�0[��0,��� , ��0,1−1]。由夹逼性质得��1,2 ∈ �1[��1,�� , ��0,2−1] ∪ {��0,2}。但若��1,2 =

��0,2会产生完美圈��0,2��0,3 . . . ��0,�−1��1,1��0,2，矛盾。故��1,2 ∈ �1[��1,�� , ��0,2−1]。

进一步可以证明��1,2 ≠ ��1,��。假设��1,2 = ��1,��。通过延伸�2导出矛盾。假定

�与�出现在��
'上，则���,��� = �，���,�� = �。考虑���,��的最远出邻居���+1

' 。由���,�� ∈

��'(���,��� , ��0,�+1−1]，以及夹逼性质得���+1
' ∈ ��+1'[���+1,�� , ��0,�+2−1] ∪ {��0,�+2}。若

���+1
' = ���+1,��，则得完美圈���,�����+1,�� . . . ���−2,����0,�� . . . ���−1,�����,��，矛盾；若���+1

' =

��0,�+2，则得完美圈���,����0,�+2 . . . ��0,���1,�� . . . ���,��，亦矛盾（此处利用了��1,2 = ��1,��

的假设）。因此

���+1
' ∈ ��+1

' (���+1,�� , ��0,�+2−1]。

递归定义���
' 为���−1

' 的最远出邻居(� + 1 ≤ � ≤ � − 1)。类似可得：

���
' ∈ ��

' ��0,�� , ��0,�+1−1 � + 1 ≤ � ≤ � − 2 ，

���−1
' ∈ ��

' (��0,�� , ��0,�−1] ⊆ ��
' (��0,���, ��0,�−1] ∪ ��0,� 。

由于��0,� = ��1,1的最远出邻居为��1,2 = ��1,��，而��0,���的最远出邻居也是��1,��，

由 夹 逼 性 质 ��'�−1 的 最 远 出 邻 居 必 为 ��1,�� 。 但 此 时 存 在 完 美 圈

20
25

 S
.-T

. Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
25
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



17

��1,�� . . . ���,�����+1
' . . . ���−1

' ��1,��，矛盾。故��1,2 ≠ ��1,��，即：

��1,2 ∈ �1(��1,�� , ��0,2−1]。

递归定义��1,�(3 ≤ � ≤ � − 1)为��1,�−1的最远出邻居。类似有：

��1,� ∈ ��(���−1,�� , ��0,�−1]。

进一步通过对� ≥ 1 和 1 ≤ � ≤ � − 1 作归纳而递归定义���,�：设���,�已定

义，令���+1,1为���,�−1的最远出邻居，���+1,�为���+1,�−1的最远出邻居(2 ≤ � ≤ � −

1)。类似可证：

���+1,� ∈ ��(���−1,�� , ���,�−1]。

这意味着随着�增大，���,�在��上的可能位置严格递减。由于��有限，当�

充分大时���,�在��上无位置，矛盾。□

综合上述四个命题可得以下关于圆有向图�中最短圈的定理。

定理 2.2. 在圆有向图�中，以下两种情况必居其一：

1. 存在完美圈，此时所有完美圈长度相同均为�，且均为最短圈。极小圈长度为

�或� + 1。

2. 不存在完美圈，此时所有极小圈长度相同，均为�，且均为最短圈。□

三、 求圆有向图最短圈长的算法设计及复杂度分析

基于上一节得到的结果，本节设计一个算法，在给定任意一个圆有向图�的

圆序列{�0, �1, . . . , ��−1}的前提下，计算�的围长。令� = �0�1. . . ��−1为由该圆序

列确定的哈密尔顿圈。该算法的主要思想是：从某个顶点��出发（在实现的算法

中取� = 0），沿着�循环遍历，每次递归地访问当前顶点的最远出邻居。每经过

一条最远出弧，本文称之为“一步”。当从起点��开始，到达当前的顶点形成一

条首次交叉极小路径时，就确定了从��出发的极小圈的长度，该长度等于从��到

当前顶点所走的步数。由定理 2.2 可知，�中的极小圈至多有两种不同的长度，

其中较小的那个就是围长。把当前知道的极小圈长记录��中，每当找到一个新
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的极小圈时，将其长度与��比较。如果它们不同，则取较小者作为围长，并终

止算法。

算法的另一个终止条件是遇到一个已经访问过的顶点��。下面的定理将证明，

在这种情况下，以��结束的首次交叉极小路就是最短的。因此在算法中，当遇到

一个已经访问过的顶点时，只需检查以它结束的首次交叉极小路长度是否为

�� − 1，如果是，最短圈长即为�� − 1，否则最短圈长为��。（最短圈长等于最

短的首次极小交叉路的长度）

算法伪代码如下（完整版 c++代码详见附录）：

算法 1.

1: 定义并初始化以下变量：

� = 0; // 当前访问的顶点索引

�� = � ; // 起始顶点的索引

����� = 0; // 从起始顶点到当前顶点已走的步数

�������� = 0; // 总共已走的步数

��� = 0; // 在�上走过的总距离

�� =− 1; // 当前已知的最短环长度，初始设为-1

����� = 0; // 当遇到已访问顶点时，上一个环的长度

����[0. . . � − 1] = 0; // ����[�] = 1 表示顶点��已被访问

�����[0. . . � − 1] = 0; // �����[�]记录第�步在�上走过的距离

2: while 1 do

// 如果��未被访问，标记为已访问；如果已被访问过，
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// 则计算�上达到��之前的�� − 1 步长所覆盖的距离，

// 根据距离与�的关系，确定�的围长是��还是�� − 1。

3: if ����[�] == 0 then

4: ����[�] = 1;

5: else

6: ����� = �=��������−��+2
�������� �����[�]� ;

7: if ����� ≥ � then �� = �� − 1;

8: end if

9: break;

10: end if

// 如果已形成从起始顶点到当前顶点的第一条最小交叉路径，

// 则比较其长度与当前已知的最短环长度。

11: if ��� ≥ � then

12: if ��! =− 1 then

13: if ����� ! = �� then

14: �� = ���(�����, ��); break;

15: end if

16: else20
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17: �� = �����;

18: end if

19: ����� = ����� − 1; ��� = ��� − �+(��); �� = �� + �+(��);

20: end if

// 向前走一步

21: �����[��������] = �+(��);

22: ��� = ��� + �+(��); � = � + �+(��);

23: ����� = ����� + 1; �������� = �������� + 1;

24: if � > � then � = � − �;

25: end if

26: end while

27: return ��;

以下的定理说明算法的正确性。

定理 3.1. 算法 1 能够正确地计算输入圆有向图�的围长。

证明. 算法的主体是一个 “while”的无限循环，在循环中，�的顶点通过一个

迭代过程被访问，该过程连续选择当前顶点的最远出邻居。循环在满足以下两个

条件之一时终止：

1.找到了两条长度不同的首次交叉极小路径，其中较短的一条的长度就是围长；

2.在遍历过程中遇到一个已经访问过的顶点��。取以��结束的首次交叉极小路径

的长度作为围长。
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由于�的顶点数�是有限的，所以第二个条件必将在�次迭代内被满足，从而

保证了算法终止。本文需要证明的是，在两种终止条件下，变量��中的值都记

录了最短圈的长度。

在语句 11 至语句 20 中，处理的是发现一条首次交叉极小路径的情况。如果

这条路径的长度与��不同，那么就找到了两种不同长度的极小圈。由定理 2.2，

两个圈长中较短的长度即为围长，算法将这两种长度中较小的那个记录在��中，

作为�的围长，并跳出循环。

在语句 3至语句 10 中，处理的是遇到一个已经访问过的顶点的情况。本文

将在下面证明，如果一个顶点��第二次被访问，那么以它为终点的首次交叉极小

路径就是�中最短的一条。由于已经在��中记录了当前已知的最短极小圈长度，

所以在算法中只需检查以��为终点的首次交叉极小路径长度是否为�� − 1。如果

答案是“是”，则围长为�� − 1，否则围长为��。

下面证明以��结束的首次交叉极小路径是最短的一条。

如果�中不存在完美圈，那么由定理 2.2，每一个极小圈，或者等价地，每

一条首次交叉极小路径的长度都是相同的，因此输出以��结束的首次交叉极小路

径的长度总是正确的。

现在假设�中存在一个完美圈�1。设�1 = ��0��1. . . ���−1。

类似之前的证明，令:

�0 = ��0��0+1. . . ��1−1 = �[��0 , ��1−1],

�1 = ��1��1+1. . . ��2−1 = �[��1 , ��2−1],

...

��−1 = ���−1���−1+1. . . ��0−1 = �[���−1 , ��0−1],
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进一步假设算法从顶点��开始遍历。如果�� = ���，其中 0 ≤ � ≤ � − 1，那

么将从���出发经过�1并回到它。当第二次访问它时，算法终止并正确返回�1的

长度作为围长。

假设�� ∉ {���: 0 ≤ � ≤ � − 1}，且不失一般性地假设�� ∈ �0 \ {��0}。将它重

命名为��0,0，并递归地定义��0,�为��0,�−1的最远出邻居，其中 1 ≤ � ≤ � − 1。如

果存在某个 1 ≤ � ≤ � − 1 和某个 0 ≤ � ≤ � − 1，使得��0,� = ���,并假设�是满足

该条件的最小整数，那么从��0,� = ���出发将经过�1并返回到���，当第二次访问

它时，算法终止并正确返回�1的长度作为围长。因此可以假设不存在这样的�, �。

由陈述(2)可得：�0,� ∈ ��，0 ≤ � ≤ � − 1。

再由陈述 (2)，顶点��0,�−1的最远出邻居属于�0 ∪ {��1}，记之为��1,0。如果

��1,0 = ��0,0，那么则找到了一个完美圈��0,0��0,1 . . . ��0,�−1��0,0，并正确返回其长度

作为围长。

假设��1,0 ≠ ��0,0。接下来分两种情况：

情况 1.���,� ∈ ��[��� , ���,�)。

若��1,0 = ��0，则将从它出发经过�1并回到它，当第二次访问它时，算法终

止并正确返回�1的长度作为围长。所以可以假设��1,0 ≠ ��0，即��1,0 ∈

�0(��0, ��0,0)。

递归地定义��1,�为��1,�−1的最远出邻居，其中 1 ≤ � ≤ � − 1。由于��1,0 ∈

�0(��0, ��0,0),由夹逼性质可得��1,1 ∈ �1(��1 , ��0,1)。若��1,1 = ��1，那么将从它出

发经过�1并回到它，当第二次访问它时算法终止并正确返回�1的长度作为围长。
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所以可以假设��1,1 ≠ ��1。如果��1,1 = ��0,1，那么第二次访问到��0,1，并找到完

美圈��0,1��0,2. . . ��0,�−1��1,0��0,1 , 其长度为�，即正确的围长。因此也可以假设

��1,1 ≠ ��0,1，即��1,1 ∈ �1(��1, ��0,1)。

类似地，对于 2 ≤ � ≤ � − 1，要么找到一个完美圈并得到正确的围长，要么

可以假设��1,� ∈ ��(��� , ��0,�)。

进一步地，通过对�作归纳，递归地定义���,�（其中� ≥ 2，0 ≤ � ≤ � − 1）。

注意 ���,�已经在� = 1 与 0 ≤ � ≤ � − 1 的情形下定义。记��+1,0为��,�−1的最

远出邻居，��+1,�为��+1,�−1的最远出邻居，其中 1 ≤ � ≤ � − 1。由类似上述的

论证，要么找到一个完美圈并得到正确的围长，要么可以假设对于� ≥ 1 与 0 ≤

� ≤ � − 1，

���,� ∈ ��(��� , ���−1,�)。

由于每个��是有限的，且���,�在��上的可能位置随着�的增加而减少，因此

上式不能永远成立。也即，算法迟早会找到一个完美圈并得到正确的围长。

情况 2.���,� ∈ ��(���,� , ���−�] ∪ {���}。

若��1,0 = ��1，那么将从��1出发经过�1并回到它，当第二次访问它时，算法

终止并正确返回�1的长度作为围长。所以可以假设��1,0 ≠ ��1，即

��1,0 ∈ �0(��0,0 , ��1−1]。

递归地定义��1,�为��1,�−1的最远出邻居，其中 1 ≤ � ≤ � − 1。由于��1,0 ∈

�0(��0,0, ��1−1]， 由夹逼性质可得��1,1 ∈ �1(��0,1 , ��2−1] ∪ {��2}。
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若��1,1 = ��2，那么将从��2出发经过�1并回到它，当第二次访问它时，算法

终止并正确返回�1的长度作为围长。所以可以假设��1,1 ≠ ��2。如果��1,1 = ��0,1，

那么第二次访问到��0,1，并找到完美圈��0,1��0,2. . . ��0,�−1��0,1，其长度为�，即正

确的围长。因此也可以假设��1,1 ≠ ��0,1。此时

��1,1 ∈ �1(��0,1 , ��2−1]。

类似于情况 1，可以推广得到：对于 2 ≤ � ≤ � − 1，要么找到一个完美圈并

得到正确的围长，要么可以假设��1,� ∈ ��(��0,�, ��2−1]。

同样地，对�作归纳，递归地定义���,�（其中� ≥ 1,0 ≤ � ≤ � − 1）。注意

���,�已经在� = 1 与 0 ≤ � ≤ � − 1 的情形下定义。设��+1,0为��,�−1的最远出邻

居，��+1,�为 ��+1,�−1的最远出邻居，其中 1 ≤ � ≤ � − 1。类似于情况 1，要么

找到一个完美圈并得到正确的围长，要么可以假设对于� ≥ 1,0 ≤ � ≤ � − 1，

���,� ∈ ��(���−1,� , ��2−1]。

由于每个��是有限的，且���,�在��上的可能位置随着�的增加而减少，该式

子不能永远成立。因此，算法迟早会找到一个完美圈并得到正确的围长。

因此，在�中存在完美圈的情形下，每当第一次重复访问某个顶点时，总能

找到一个包含它的完美圈，从而成功计算出�的围长。□

以下定理阐明算法的时间复杂度。

定理 3.2. 算法 1 的时间复杂度为�(�)，其中�为输入的圆有向图�的顶点数目。

证明：由算法 1 第 3至 10 行可见，算法在访问一个顶点�的时候，如果是首次

访问，会将其访问标记����[�]从 0 改为 1，如果是第二次访问则算法必定终止。

20
25

 S
.-T

. Y
au

 H
igh

 S
ch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

仅
用
于

20
25
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示



25

由于图中只有�个顶点，算法在至多�次迭代后终止。也就是说算法的时间复杂

度不会超过�。另一方面，如果输入是一个�-正则的圆有向图，且(�, �) = 1，可

以验证，算法会访问遍所有顶点直到返回起点，这时算法的循环次数不会低于�

次。因此算法 1 的时间复杂度为� � 。□

然而，一旦找到两个不同的极小圈长就可以终止算法，在很多情况下，我们

可在检查完所有的极小圈之前就得到结果。因此，平均而言，算法的复杂度可能

远远低于�。

四、 小结

在本文中，我们引入了若干与圆有向图中一些极值结构相关的概念，例如最

远出邻居、最远出弧、极小圈和完美圈。基于这些概念，我们得出了一些关于圆

有向图中圈的性质和结果，并提出了一种计算其围长的算法。我们的结果验证了

一个直观的贪婪策略的正确性，即通过枚举圆有向图的极小圈，从中寻找整个图

的最短圈。特别是，我们证明了圆有向图中的所有极小圈至多只有两种不同的长

度，这一特性可以被利用来简化算法。

圆有向图的重要性不仅仅体现在泛圈性的研究中。研究群体对其的兴趣远远

超出了圈结构，还涉及若干基础性问题，例如连通性（[8]）、第二邻域（[9]）、

划分与着色（[10]）、支配集（[11]）等。此外，它们与多种图类之间的关系也

得到了深入研究，包括正常圆弧图（[12]）、凸圆图与凹圆图（[13]）、以及部

分定向图（[14]）。

我们希望能将本文所发展出的思想与技术应用到更多问题中。例如，在文献

[15] 中，作者将圆有向图的概念推广到了正圆有向图。一个有向图称为正圆的，

如果可以将其顶点标记为�0, �1, . . . , ��−1，并且对于每个�，有

�+(��) = {��+1, . . . , ��+�+(��)}，其中下标按�取模。因此，一个未来可能研究的问

题是，能否利用与本文类似的思想，设计出一种高效算法来计算给定正圆有向图

的围长。
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附录：求解圆有向图最短围长的 c++完整代码

1 #include <bits/stdc++.h>

2 using namespace std;

3 const int N=1e6+10;

4 int mark[N],order[N],d[N],n;

5 int main(){

6 int i=0,st=i,steps=0,allsteps=0,dis=0,nm=-1,lastD=0,n;

7 cin>>n;

8 for(int k=0;k<n;k++) cin>>d[k];

9 while(true){

10 if(mark[i]==0){

11 mark[i]=1;

12 }else{

13 lastD=0;

14 for(int k=allsteps-nm+2;k<=allsteps;k++){

15 lastD+=order[k];

16 }

17 if(lastD>=n){

18 nm=nm-1;

19 }

20 break;

21 }

22 if(dis>=n){

23 if(nm!=-1){

24 nm=steps;

25 }else{

26 if(steps!=nm){

27 nm=min(steps,nm);

28 break;
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29 }

30 }

31 steps=steps-1;

32 dis=dis-d[st];

33 st=st+d[st];

34 }

35 order[allsteps]=d[i];

36 dis=dis+d[i];

37 i=i+d[i];

38 steps=steps+1;

39 allsteps=allsteps+1;

40 if(i>n) i=i-n;

41 }

42 cout<<nm<<endl;

43 return 0;

44 }
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