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摘要： 

在本研究中，我们对一种磁性辅助悬挂系统的非线性动力学行为进行了深入的

实验与理论研究。此系统由一个悬挂于细绳下的磁铁（动磁铁）及一个或两个

固定于非磁性、非导电基座上的磁铁构成，在系统中，固定磁铁会对悬挂磁铁

施加吸引力。 

在构建理论模型阶段，研究首先建立了基于磁偶极子和电流柱模型的理论框

架，通过其性质分析了磁扭矩与磁力。进一步，研究使用拉格朗日方程尝试对

悬挂磁铁的轨迹进行预测。在实验方面，我们搭建了光学支架，利用相机追踪

磁铁运动，并对磁矩、质量、位置等参数进行了精确测量与标定。在实验中我

研究了单个固定磁铁和双固定磁铁的情况，并改变了相应的变量如固定磁铁的

位置和摆长等进行探究。 

结果与分析中，该研究发现固定的磁铁数量影响了系统的行为。当只有一个固

定磁铁时，悬挂磁铁的运动可以被精确预测；而我们为此提出了准周期的概念

探究其运动规律的演变。相比之下，当存在两个固定磁铁时，系统变成混沌系

统，轨迹无法预测；由此，我们提出分型谷底来预测悬挂磁铁的最终落点。 

本研究不仅完整地表征了一种经典的混沌演示实验，其结合高级理论建模与精

密实验验证分析的方法，也为理解和预测复杂非线性磁性相互作用的复杂系统

提供了分析思路。 

关键词： 

磁偶极子；电流柱；磁矩；磁力；拉格朗日力学；准周期；混沌模型；分形谷

底；势阱；动态轨迹预测 

 

引言： 

磁性相互作用是自然界和现代技术中最基本且普遍存在的物理现象之一，从最

早指南针的定向到现代物理粒子加速器的运行，其应用遍布各个领域。然而，

即使在最简单的配置下，由多个永久磁铁构成的系统也常常表现出复杂的非线

性动力学行为，在特定情况下其运动状态对初始条件和系统参数极为敏感。这

类系统往往连接了电磁学，理论力学与非线性动力学，为混沌系统及稳定性的

研究提供了很好的研究平台。 

其中一种值得研究的系统是磁摆：将一个磁铁悬挂起来，使其在一个或两个固

定磁铁的的上方摆动。磁铁的相互作用力、重力以及阻尼等因素的耦合，使得

其可以产生复杂的动力学行为。已有研究表明(Christian & Middleton-

Spencer， 2018)，在多个固定磁铁的情况下，磁摆系统会出现混沌行为。 
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目前，对于这类结构简单但物理内涵丰富的磁摆系统的研究较少，且已有的少

数研究也并没有对磁铁进行精确的建模，而是使用了不考虑磁铁转动的较为粗

糙的磁偶极子模型进行近似。不仅如此，已有研究也缺乏对磁摆系统中特定情

况的可预测性的探究。同时，在该领域中，也缺少较为精密的实验设备对其进

行验证。因此，本研究旨在为磁摆系统确立一个精确的物理模型，从单个固定

磁铁出发再逐步加入第二个固定磁铁，探究磁摆系统从可预测到混沌的演变；

同时搭建一套较为稳定的实验装置，将模型的预测与真实的实验数据进行比

较。 

本文会首先提出并且比较两种对于磁铁的模型建立，并进一步推导拉格朗日方

程来对磁摆的运动轨迹进行基本的预测。接着，本文会详细介绍我们用于探究

的实验装置。进一步，基于理论和实验的比较，本文将分别讨论都在单个固定

磁铁和双个固定磁铁的情况下，磁摆的运动状态随不同参数的变化。 

  

图 1 单磁铁系统与双磁铁系统示意图 
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正文： 

1.理论模型分析 

1.1 磁偶极子模型 

在研究永久磁铁相互作用时，磁偶极子模型是一种常用的近似。在该模型中，

每个磁铁被理想化为一个具有磁矩𝑚⃗⃗ 的偶极子，而磁矩的大小与方向取决于磁

铁的材料性质、体积和磁化方向。 

 

 

对于一个已知磁矩𝑚⃗⃗ 的磁偶极子来说，其周围产生的磁感应强度的矢量公式可

表达为： 

𝐵⃗ =
μ0

4π|𝑟 |3
[3(𝑚⃗⃗ ⋅ 𝑟̂)𝑟̂ − 𝑚⃗⃗ ] 

其中𝑟 为从磁偶极子到观测点的位移矢量，𝑟̂为𝑟 方向的单位矢量 

 

从而我们可以计算出两个被磁偶极子模型建模的磁铁之间的相互作用力和力矩

为： 

𝐹⃑ =
𝜇0

4𝜋|𝑟|4
[(𝑚⃑⃗⃗2 ∙ 𝑟̂)𝑚⃑⃗⃗1 + (𝑚⃑⃗⃗1 ∙ 𝑟̂)𝑚⃑⃗⃗2 + (𝑚⃑⃗⃗1 · 𝑚⃑⃗⃗2 − 5(𝑚⃑⃗⃗1 ∙ 𝑟̂)(𝑚⃑⃗⃗2 ∙ 𝑟̂))𝑟̂] 

图 2 单磁偶极子磁场分析 

𝒎𝟏⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃑ 𝒎𝟐⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃑ 

图 3 双磁偶极子磁场分析 20
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𝜏2⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚⃑⃗⃗2 × 𝐵1
⃗⃗⃗⃗⃑ = 𝑚⃑⃗⃗2 ×

𝜇0

4𝜋|𝑟|3
[3(𝑚⃑⃗⃗ ∙ 𝑟̂)𝑟̂ − 𝑚⃑⃗⃗1] 

1.2 电流柱模型 

对于磁铁另一种可能的建模是电流圆柱模型。它基于等效电流思想，把均匀磁

化的圆柱体的侧壁所产生的磁场等效为其侧壁的一圈电流所产生的。 

 

对于一个电流圆柱所产生的磁铁，根据比奥萨伐尔定律可以求解磁体周围的磁

场强度。 

𝐵(𝑟) = ∫ 𝐵𝑟(𝑟; 𝑧
′) ⅆ𝑧′𝐿

0
 

= ∫
𝜇0𝐼

4𝜋
∮

ⅆ𝑙(𝜙) × [𝑟 − (𝑅 cos(𝜙) , 𝑅 sin(𝜙) , 𝑧′)]

|𝑟 − (𝑅 cos(𝜙) , 𝑅 sin(𝜙) , 𝑧′)|3
ⅆ𝑧′

2𝜋

0

𝐿

0

 

其中𝑟代表场点位置矢量；ⅆ𝑙(𝜙) = 𝑅ⅆ𝜙(−sin(𝜙), cos(𝜙) , 0)的含义为在𝜙角度

处，沿着电流环的切线方向的一个无限小的线段矢量；𝑧′是源点轴向坐标，意

义为当前正在计算的单个电流环在螺线管轴上的位置；(𝑅 cos(𝜙) , 𝑅 sin(𝜙) , 𝑧′)

确定了当前积分微元ⅆ𝑙(𝜙)所在的确切位移坐标；𝑟 − (𝑅 cos(𝜙) , 𝑅 sin(𝜙) , 𝑧′)是

相对位移矢量，它是电流微元ⅆ𝑙(𝜙)指向场点𝑟的矢量。 

 

于是我们可以基于比奥萨伐尔定律写出计算磁场对载流导体的作用力和扭矩的

公式，作用力即通过磁场对通有电流的导线微元部分作用的微分磁力由电流元

与磁场矢量的叉积给出。 

ⅆ𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃑ = 𝐼ⅆ𝑙⃗⃗⃗⃑ × 𝐵⃑⃗  

⇒  𝐹⃑(𝑟) = 𝐼 ∫∮ⅆ𝑙⃗⃗⃗⃑ × 𝐵⃑⃗ⅆ𝑧′ 

𝑟 

ⅆ𝑙⃗⃗⃗⃑  

𝑟𝑙⃗⃗⃑ 𝑧′ 

𝑟- 𝑟𝑙⃗⃗⃑ 

图 4 电流圆柱模型示意图 
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扭矩由相对位置矢量（从枢轴点到导线段的矢量）与作用在该线段上的微分力

的叉积计算得出。 

ⅆ𝜏⃗⃗⃗⃗⃑ = ⅆ𝑟𝑟𝑒𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ × ⅆ𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃑ = 𝐼ⅆ𝑟𝑟𝑒𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ × (ⅆ𝑙⃗⃗⃗⃑ × 𝐵⃑⃗)  

⇒  𝜏(𝑟) = 𝐼 ∫∮(𝑟𝑝⃗⃗⃗ ⃑ − 𝑟) × (ⅆ𝑙⃗⃗⃗⃑ × 𝐵⃑⃗)  ⅆ𝑧′ 

1.3 理论模型对比 

此部分讲对两个模型的磁感应强度进行比较。 

 

 

图中所基于的变量： 
𝑚⃑⃗⃗ = 1A · m2  

𝐼 = 127𝐴; 𝑅 = 0.05𝑚 

从图 7和图 8中可以看到，虽然磁偶极子模型的主要优势在于公式简洁、计算

效率高，适合快速模拟，它仅在远场近似下成立。在近场区域，因为实际磁铁

的有限尺寸不可忽略，会导致导致模型预测与真实磁场之间出现显著偏差。这

是因为，磁偶极子的磁场强度与𝑟4成反比，因此当两磁铁间距减小，其磁场强

𝑟 

ⅆ𝑙⃗⃗⃗⃑  

𝑧′ 

𝑟𝑝⃗⃗⃗ ⃑ 

𝑟𝑟𝑒𝑙⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃑ 

图 6 电流柱扭矩与作用力分析 

图 8 磁感应强度对比（偶极磁场和电

流柱场） 

 

Distance between magnets（m） 
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图 7 误差-距离关系图像 
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度会趋近于无穷，造成巨大的误差。相比之下，电流圆柱模型通过双重积分更

精确地考虑了磁体几何结构，能够在近场区提供更可靠的结果。然而，因为其

涉及到双重积分，计算代价明显更高。 

1.4 拉格朗日量的建立 

接下来我们对于磁铁系统进行物理建模。首先，为了考虑磁铁的平动拉格朗日

量，我们建立了直角坐标系，将磁铁的悬挂点设置成坐标原点，并把磁铁的坐

标设为(𝑥, 𝑦, 𝑧)，如图 9所示。 

结合图 11中的实验示例看出摆长是始终一致的，接下来可以设置系统中单摆的

约束： 

z  =   − √l2  −  x2  −  y2  

设悬挂磁铁的质量为𝑚，则系统中动能表达式为： 

𝑇 =
1

2
𝑚(𝑥2̇ + 𝑦2̇ + 𝑧2̇) =

1

2
𝑚(𝑥2̇ + 𝑦2̇ +

(𝑥𝑥̇ + 𝑦𝑦̇)2

𝑙2 − 𝑥2 − 𝑦2
) 

势能表达式（重力势能𝑚𝑔𝑧与磁势能𝑉𝐸(𝑥, 𝑦)）为： 

𝑉 = 𝑚𝑔𝑧 + 𝑉𝐸(𝑥, 𝑦) = −𝑚𝑔√𝑙2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑉𝐸(𝑥, 𝑦) [z向下为负] 

由动能与势能可计算拉格朗日量： 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =
1

2
𝑚 (𝑥2̇ + 𝑦2̇ +

(𝑥𝑥̇ + 𝑦𝑦̇)2

𝑙2 − 𝑥2 − 𝑦2
) + 𝑚𝑔√𝑙2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑉𝐸(𝑥, 𝑦) 

因此，拉格朗日方程为： 

ⅆ

ⅆ𝑡
(
∂𝐿

∂𝑥̇
) −

∂𝐿

∂𝑥
= 𝑐𝑖𝑥̇ 

ⅆ

ⅆ𝑡
(
∂𝐿

∂𝑦̇
) −

∂𝐿

∂𝑦
= 𝑐𝑖𝑦̇ 

其中拉格朗日方程中的𝑐𝑖是未知的阻尼系数，将会在后续实验中被测量。 

𝑙 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝐻 

图 9 直角坐标系示意图 
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进一步，为了考虑悬挂磁铁的转动，我们进一步建立了转动的坐标系。具体来

说，我们使用欧拉角表示磁矩方位，如图所示。 

这是其中字母的物理含义： 

• 𝜃: 章动角（与竖直轴的夹角） 

• 𝜙: 进动角（绕竖直轴的旋转） 

• 𝜓: 自转角（绕自身轴的旋转） 

由此，我们可以得出动能表达式为： 

𝑇 =
1

2
𝐼1(θ2̇ + ϕ2̇ sin2(θ)) +

1

2
𝐼3(ψ̇ + ϕ̇ cos(θ))

2
 

势能表达式为： 

𝑉 = −|𝑚⃗⃗ |𝐵cos(𝜃) 

拉格朗日量可得： 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =
1

2
𝐼1(𝜃̇

2 + 𝜙̇2 sin2(𝜃)) +
1

2
𝐼3(𝜓̇ + 𝜙̇ cos(𝜃))

2
+ |𝑚⃗⃗ |𝐵cos(𝜃) 

 

欧拉拉格朗日方程为： 
ⅆ

ⅆ𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑟̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑟
= 𝑄 = 0 

可以看到，我们把广义力𝑄设为 0，因为忽略鱼线微小转动所带来的能量变化。

而为了更好地计算旋转以后的悬挂磁铁的磁矩或者电流圆柱的方向矢量，我们

引入罗德里格旋转公式，对其进行系统的数学坐标变换。 

𝑣𝑟𝑜𝑡⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑣⃑ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + (𝑘̂ × 𝑣⃑) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑘̂(𝑘̂ ∙ 𝑣⃑)(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜃)) 

随后我们可以根据这个公式重新计算新的磁矩矢量，并且电流圆柱模型所运用

到的双重积分可以为系统提供更加精准的模型。 

𝑧(𝜙) 

𝑧′⃗⃗⃗ ⃑(𝜓) 

𝑥⃑(𝜃) 

 

图 10 转动坐标系示意图 
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2. 实验设置 

2.1 实验设置 

如图，我们根据初始设计的模型搭建了实验装置。 

实验所需器材有： 

 一根直径为 0.4mm 的鱼线 

 黑色电工胶布 

 光学支架 

 固定在光学支架上的摄像头 

 体积不同的磁体 

在这些实验器材中，我们使用杨氏模量较大的鱼线以确保其在实验过程中不会

产生形变而导致记录的磁摆位置坐标产生偏差；电工胶布在实验中将完全包裹

着磁摆，以方便作为黑色标记为后续视频分析；稳定的光学支架用于固定整个

系统；摄像头是实验中采集数据信息的装置，其收集的数据会在校正视察的步

骤中被修正；不同体积的磁体可以有效更改固定磁铁周围的磁场强度。 

 

在实验中计算磁矩的公式为： 

𝑚⃑⃗⃗ =
𝐵𝑟

𝜇0
𝑉𝑛⃑⃗ = 4𝜋𝑅2ℎ

𝐵𝑟

𝜇0
𝑛⃑⃗ 

其中𝐵𝑟是剩余磁感应强度，表示了材料本身的属性。而𝑛⃑⃗指的是圆柱轴向的单位

向量，𝑉代表的是磁体体积。 

摄像头 

光学支架 

磁体 

直径 0.4mm 的鱼线 

电工胶布 

图 11 实验装置示意图 
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图 12 实验中激光矫正位置

若使用的是电流圆柱模型，则等效电流可以用下列公式计算： 

𝐼 =
𝑚

𝜋𝑅2
 

计算出结果后，我们将其用特斯拉计所测得结果相互核对以增强实验严谨性。 

 

2.2 实验步骤 

我们以如下步骤使用实验器材进行实验： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 在每一次放置不同参数的固定磁铁时用原先固定好的激光发生装置将磁体与激光

对齐。 

 

2. 将磁体用塑料夹子夹起到某一位置后，释放塑料夹，尽量确保磁铁没有初始速

度。 

3. 在过程中使用摄像头记录实验过程视频，记录坐标。 

4. 等待磁摆静止，改变系统的参数。 

图 13 塑料夹静止释放磁摆 
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2.3 参数测量 

 

⚫ 测量系统中的阻尼系数 

我们将磁摆固定在光学支架上，使其自由摆动以测得其阻尼系数，阻尼系数单

位为kgs−1。此时，我们使用线性阻尼模型𝐹 ∝ 𝑣 
 

⚫ 测量磁摆质量 

在实验中，我们通过电子天平测量磁摆的质量  

 

磁铁参数 

u 等效电流/半径 

磁铁位置 

u 固定磁铁的位

u 摆绳长度 

u 悬挂高度 

u 初速度 

u 阻尼系数 

系统参数 

图 14 测量阻尼系数示意 

图 15 测量磁摆质量示意 
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2.4 数据分析 

2.4.1 追踪打点方式 

拍摄完实验视频后，我们再使用 Tracker软件追踪磁摆位置。其通过逐帧读取

视频中的像素位置来提取物体的位移数据。我们将所收集到的位置点覆盖在整

个磁摆的图片映像上，得到磁摆在 x轴与 y 轴的位置变化。 

2.4.2 视差矫正 

数据收集的原理与实验系统中的运动模式存在区别：由于摄像头是根据单应性

来获取系统中磁摆的坐标位置的，但实际的系统是球系统。为了这一视察问

题，我们将摄像头所收集到的（x，y）坐标代入到公式x2 + y2 + 𝑧2 = 𝑙2，（l
为摆绳长度）随即即可求出对应球系统中的坐标点位置。 

 

将 x，y 带入 

x2 + y2 + 𝑧2 = 𝒍𝟐 

获得（x，y）坐标 

图 16 打点分析示意图 

图 17 视察矫正原理 20
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3．单磁体固定磁铁结果研究 

单磁体固定磁铁实验现象： 

在单固定磁铁的实验中，我们根据三维空间中(x,y)的坐标得出了磁摆的运动轨

迹，可以从图中看出有较为明显的椭圆进动趋势。 

图 18 单磁体运动散点图 

（
m）

 

（m） 

 

m） 

（
s）

 

Time (s) 

x
 (

m
) 

𝑥 against time graph 

 

𝑦 against time graph 

y
 (

m
) 

Time (s) 

图 19 公式对轨迹的预测示意图 

（m） 

 

m） 
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3.1 轨迹预测与实验验证 

因为单磁铁系统相对简单，我们使用 1.2的电流圆柱模型对磁铁进行建模。进

一步，我们根据 1.4 中的公式可以预测出磁摆在系统中的运动轨迹。 

 

由 X-T和 Y-T图像可见，理论模型对于实验中的磁铁运动轨迹，即两个维度的

周期和振幅，做出了较好的预测。同时为了验证这一结论，进行了实验数据与

预测轨迹的统计，发现最终磁摆的实验周期平均时间和理论平均时间比较吻

合。 

 

表 1单固定磁铁磁体实验变量 

磁铁参数 
等效电流（A） 127 

半径（mm） 5 

位置坐标(m) （0.15，0.08，0.0） 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4 

悬挂高度 H（m） 0.45 

初始释放速度（m/s） 0 

系统阻尼系数 k（kg/s） 0.01 

单固定磁铁磁摆周期 

单固定磁铁磁摆周变量 理论 实验 

总运动时间（s） 14.7 15.0±0.5 

磁摆周期数 11．85 12.74 

平均周期（s） 1.24 1.18±0.04 

  

图 20 实验与模拟数据的 X-T 与 Y-T 图像 
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3.2 准周期 

3.2.1 准周期阶段概述 

使用拉格朗日量分析单磁体运动状态后，为了描述和分类该系统的长期振荡行

为，我们对磁摆系统对于准周期所展现出来的特征再次进行分析。 

 

如图 21 上方所示，准周期即为局部最大值之间的时间间隔。而如图 21下方所

示，我们分析了不同区间内的准周期分为三个阶段：第一段稳定准周期，准周

期减少阶段，第二段稳定准周期。 

Stable Quasi-

Period 1 

“Pit” 

Decreasing  

Quasi-period 

Stable  

Quasi-period 2 

Time (s) 

Q
u

a
s
i-
P

e
ri
o

d
 (

s
) 

图 21 准周期定义（上）；准周期随时间变化图像（下） 
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如图 22，我们先初步根据所得数据量化估计了两个稳定阶段的平均准周期。 

 

若假设了磁铁是一个不受磁力影响的简谐重力摆，则第一段稳定准周期为： 

𝑇 ≈ 2𝜋√
𝐿

𝑔
= 1.099𝑠(𝐿 = 0.3𝑚) 

第二段稳定准周期为： 

𝑇 ≈ 2𝜋√
𝑚𝐿

(𝑚𝑔+𝐹⃑𝑚𝑎𝑔)
= 0.183𝑠  

此公式依旧基于简谐振动，只不过把磁力纳入了计算 

 

3.2.2 准周期阶段探究 

接下来，我们会逐步分析为什么准周期会如图 21所示的趋势演变。 

 

图 22 平均准周期的估计 

图 23 准周期阶段 1 中磁力可忽略示意图 20
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如图 23 所示在第一段稳定阶段的准周期中，因为磁摆与固定磁铁距离较大，基

于关系𝐹⃑ ∝=
𝜇0

|𝑟|4
，固定磁铁所产生的磁力可被忽略，因此周期较大。 

 

如图 24所示，在阶段 1中存在一个“Pit”，即振幅暂时减小的区域，此时固

定磁铁与磁摆距离近，吸引力增加，因此周期短暂减小。 

 

不过，此时因为磁铁的动能足够大，足以使磁摆摆脱固定磁铁的吸引，可以再

次增加磁铁间距，从而减少周期。 

y
 (

m
) 

𝑦 against time graph (s) 

Time (s) 

图 24 准周期阶段 1 中，磁摆被吸引示意图 

图 25 稳定准周期阶段 2 中，磁摆摆脱固定磁铁示意图 
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在准周期减少的阶段中，由于阻尼存在导致磁摆与固定磁铁距离减小，磁力增

加，由此周期减小。 

 

在第二阶段的稳定准周期中，当磁摆与固定磁铁的距离达到最小值时，两者之

间的磁力不会再增大，因此周期也达到了最小值。 

4.双磁体固定磁铁结果分析 

4.1 无法验证轨迹的混沌系统 

在双固定磁铁实验中，我们再次根据三维空间中(x,y)的坐标得出了磁摆的运动

轨迹，可以从图中看出其呈现混沌运动轨迹。 

|𝑟| 

y
 (

m
) 

Time (s) 

𝑦 against time graph (s) 

图 26 准周期减少阶段的原因示意图 

图 27 最终的稳定周期示意图 
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与单磁体研究方向相同，我们将实验中数据点得出的 X-T图像与 Y-T图像与轨

迹（红线）预测点放在一起，发现定量计算的轨迹预测对于实验数据点是欠拟

合的。 

在情况 1中轨迹预测与可以与最终位置拟合，但轨迹预测并不合适。在情况 2

中的轨迹预测与实验数据点从始至终并不相符。 

 

图 28 双磁体运动轨迹散点图 

𝑥
 (

m
) 

Time (s) 

𝑥 against time graph 𝑦 against time graph 

𝑦
 (

m
) 

图 29 情况 1 中轨迹预测与实验数据 
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双固定磁铁磁摆在不同情况下与预测轨迹产生了不同的结果，为了研究此现

象，我们引入李雅普诺夫指数来探究该系统的混沌运动状态。我们用|𝜹(𝑨)| ≈

𝒆𝝀𝒕|𝜹𝟎|来描述动力系统中对初始条件的敏感性，其中𝜹𝟎是在初始时间 t=0时，

磁摆受到的微扰的大小；𝜹(𝑨)表示经过一段时间后磁摆的微扰的大小；𝝀是李

雅普诺夫指数，其量化了微扰被放大的程度。我们基于公式计算出 x坐标和 y

坐标上的李雅普诺夫指数，绘制三维相图后发现李雅普诺夫指数大于 0，意味

着初始的微扰会在系统中被放大，处于混沌状态。 

 

表 2李雅普诺夫指数计算参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 1 A · m2  

质量（g） 20 

位置坐标(m) （-0.1,0.0,0.0）& (0.1,0.0,0.0) 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4 

悬挂高度 H（m） 0.45 

初始释放速度（m/s） 0 

系统阻尼系数 k（kg/s） 0.01 

 

𝑥
 (

m
) 

Time (s) 

𝑥 against time graph 

Time (s) 

𝑦 against time graph 

𝑦
 (

m
) 

图 30 情况 2 中轨迹预测与实验数据 
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得出系统混沌状态的结论后，定量分析全部的轨迹不再可能，于是我们引入分

形谷底（Fractal Basin）这一物理概念，预测悬挂磁铁的最终落点。因为图像

绘制涉及上条轨迹预测，我们使用磁偶极子模型对磁铁进行建模来增加计算效

率。 

 

如图 32 的左图所示，如果磁铁的初始位置是在深绿色的色块上方，那意味着磁

铁的最终落点是被右边的磁铁吸引；若其初始位置在浅绿色的色块上方，则意

味着磁铁的最终落点是被左边的磁铁吸引；而若它在白色色块上方，就说明磁

铁最终落点在中间而非被任何一个磁铁吸引。 

图 32 分形谷底意义演示 

|𝜹𝒙(𝒕)| ≈ 𝒆𝝀𝒕|𝜹𝒙𝟎| |𝜹𝒚(𝒕)| ≈ 𝒆𝝀𝒕|𝜹𝒚𝟎| 

图 31x 和 y 自由度上李雅普诺夫指数随时间演化图 
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要理解磁铁最后的最终位置，我们可以引入势能阱的概念。磁铁在运动的过程

中不断受到阻尼作用，能量逐渐损耗。当它处于某个势阱中时，因为能量无法

越过“势垒”，它就会被困在该势阱中，停留在其底部能量最低的位置。 

 

磁铁最终静止在某一位置，意味着其由于阻尼的作用能量越来越小，因此无法

克服其所在的势阱，被“捕获”。这就是图 32中浅绿色或深绿色区域的含义，

即在不同的初始位置静止释放，磁铁最终会落入的稳定磁铁势阱。而白色区域

则代表另一种特殊的情况，即重力势能使得系统在中间形成了另一个势阱。因

此，有可能磁铁不会被任何一个磁铁吸引，而是进入了重力的势阱低谷。 

 

 

 

在将分形谷底图像与实验数据和理论相对应时，存在一个现象：当图像上的分

形图形较为清晰时，此时前述理论预测与实验数据对应符合情况 1，即最终位

置与理论预测相符。在分形谷底图中，部分区域是存在模糊情况的：部分区域

的浅绿与深绿交迭，呈现无序状态。在这种情况中，前述理论甚至无法实验中

磁摆的最终落点，对应情况 2。 

 

图 34 分形图中的清晰区域与模糊色块的对比 

图 33 势阱与分型谷底的对应图 

清晰区域 

模糊色块 
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不仅如此，我们还提出了对于情况 2中的磁铁最终落点的预测优化。因为磁铁

在清晰区域暂时静止的效果等同于从同等位置静止释放，因此在探究在模糊色

块上方的磁铁的运动轨迹的时候，只要其在某一清晰色块上方瞬时静止，我们

就可以提前预测该磁铁的最终落点。 

 

为了验证分型谷底，我们将实验数据与理论图相对应，发现实验数据整体与分

形图对应完好，但在部分边际情况与模糊处容易产生不一致。这对应了我们前

面对分形图性质的结论，即在模糊区域时，最终位置更难被预测。 

 

 

4.2 分形谷底与实验验证 

该部分将会分析分型谷底是如何随着摆长，阻尼，初速度，物体质量，物体间

距等变量的关系发生变化的。如图 36所示，空白区域随着磁摆绳长变长而减

小，清晰区域面积变大。结合图 37中的势阱图可以发现，这是因为随着摆绳长

度变长，磁摆运动同一段距离的重力势能差会变小，而磁势能渐渐主导对磁摆

运动的影响。 

 

𝐿 = 0.40 m;𝐻 = 0.45 m 𝐿 = 0.35 m;𝐻 = 0.40 m 𝐿 = 0.30 m;𝐻 = 0.40 m 

图 36 磁摆线长度变化后分形谷底所呈现的变化趋势 

图 35 分形谷底的验证 
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如下面图 38所示，随着悬挂高度增加，分形谷底的趋势为白色面积先减小，再

增大。这是因为当磁摆悬挂高度过低时，磁铁磁矩与相互位移矢量的夹角𝜃趋近

于直角，导致磁铁之间吸引力减小，磁摆难以被捕捉。当高度逐渐增加，磁力

逐渐增加，对悬挂磁铁的影响超过重力，从而白色区域减小。然而，随着悬挂

高度的进一步增高，因此磁铁间距变大，磁力显著减小，重力再次主导，因此

就会出现全白，即磁摆没有被任何一个磁铁吸引的情况。 

图 37 随着摆线长度变化，系统中势阱所产生的变化趋势 
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𝐻 = 0.43 m 𝐻 = 0.47 m 𝐻 = 0.50 m 

图 38 悬挂高度变化后分形谷底所呈现的变化趋势 

图 39 随着悬挂高度变化，系统中势阱所产生的变化趋势 
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如图 40 所示，根据公式F = -kv，我们在理论模拟中逐渐调整 k的大小，发现

随着阻尼系数 k增大，清晰区域增大。我们认为这是因为随着能量耗散加剧，

运动轨迹逐渐变得可被预测。 

 

 

如图 41 所示，随着 x或 y轴方向的初速度增大，分型谷底除了呈现非对称样式

了以外，清晰区域也在减小。这也就意味着当系统动能增大，能量更高时，系

统会变得更加不可预测，与我们的预测一致。 

 

 

𝑘 = 0.01𝑘𝑔/𝑠 𝑘 = 0.02𝑘𝑔/𝑠 𝑘 = 0.005 𝑘𝑔/𝑠 

图 40 随着阻尼系数增大分形谷底所呈现的变化趋势 

𝑣𝑦 = 0.1 m/s 𝑣𝑦 = 0.2 m/s 𝑣𝑦 = 0.3 m/s 
图 5 随着磁摆 x 轴与 y 轴方向初始速度增加，分形谷底所呈现的变化趋势 

𝑣𝑥 = 0.1 m/s 𝑣𝑥 = 0.2 m/s 𝑣𝑥 = 0.3 m/s 

图 41 随着 x 或 y 轴初速度增大分形谷底所呈现的变化趋势 20
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如图 42 所示，磁铁质量增加后，（1）清晰的分形区域减小且（2）白色区域增

加。（1）合理是因为，质量增加后整个系统的能量增加，耗散更慢，因此更加

不可预测。（2）也合理，因为磁铁质量增加以后，在磁力不变的情况下，重力

占主导作用，使得重力势阱更加显著，白色区域增加。 

 

 

 

  

𝑚 = 10 g 𝑚 = 20 g 𝑚 = 25 g 𝑚 = 30 g 

图 42 随着固定磁铁质量增加，分形谷底所呈现的变化趋势 

图 43 随着固定磁铁质量变化，系统中势阱所产生的变化趋势 
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如图 44 所示，当双固定磁铁之间的距离增加时，白色区域和分形区域都增加。

这是因为当双磁铁非常靠近时，其磁场耦合复杂，势垒减小，因此更难预测其

最终被哪个磁铁捕获。然而，随着其间距增加，势阱的区分更加清晰，可预测

性增加。而最后白色区域增加是因为当磁铁间距过大，磁力会明显减弱，此时

重力占主导作用。 

 

  

ⅆ = 0.1 m ⅆ = 0.25 m ⅆ = 0.30 m ⅆ = 0.40 m 

图 44 随着两固定磁铁之间距离增加，分形谷底所呈现的变化趋势 

图 45 随着固定磁铁之间距离变化，系统中势阱所产生的变化趋势 
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5.总结与展望 

本研究通过精密实验与理论建模相结合的方法，系统地探究了磁性辅助悬挂系

统丰富的动力学行为，特别是其在单磁铁配置下的准周期运动与双磁铁配置下

的混沌特性。首先，我们建立了磁偶极子与电流柱这两大研究磁摆运动状态的

基本理论模型。在分析单个固定磁铁的系统中，为了计算的精确性，我们使用

电流圆柱模型研究单固定磁铁系统，并通过计算拉格朗日量预测了其运动轨

迹，也探究了磁摆所展现的准周期性质。在双固定磁铁的研究中，为了提高计

算的速度，我们使用了磁偶极子模型进行建模；同时，我们引入李雅普诺夫指

数确定其系统混沌的性质，为研究上述两种情况产生的原因绘制分形谷底图，

在分形图中，我们通过在实验中改变单一变量的方式，探究了不同变量对磁摆

系统混沌性质的影响。虽然我们在此研究中只探究了单磁铁和双磁铁的情况，

但是因为增加磁铁数量只会增加系统的复杂程度和非线性特征，因此分型谷底

的方法和混沌的结论适用于多个磁铁情况 

 

在此研究中有几大亮点： 

第一，我们构建了相较于已有研究更为完善的预测模型，同时考虑了悬挂磁铁

的平动和转动，从而对单个固定磁铁情况中悬挂磁铁的运动轨迹给出了非常精

准的预测。不仅如此，我们基于该预测，用准周期这一核心特征对系统的运动

趋势的变化进行了深入的讨论。 

第二，在验证双固定磁铁系统是混沌的基础上，我们提出并实验验证分形谷

底，对混沌系统依旧做出了一定的预测。进一步，我们还进行了更深入的变量

分析，探讨了能量损耗和可预测性之间的深刻关系。 

第三，我们设计了一套装置简单，但是较为精准的实验装置。这可以后续研究

者的复刻以及进一步研究打下了坚实的基础。 
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致谢与综述 
这道题是 2025年 IYPT 的第九题。从最开始准备 CYPT国赛，到国家集训队，到

最后带到 IYPT的国际赛场，我们持续地讨论和研究这道题目。从中我也体验到

了从提出理论，实验验证，再到理论实验不一致以后调整理论的完整科研逻辑

闭环。 

 

一开始对于磁铁建模的选择其实就困扰了我们很久。一方面我们知道电流圆柱

模型可以给出更加精确的预测，然而其磁场的计算和洛伦兹力的计算都要使用

双重积分，大大地增加了程序的运算量。因此，我们后续选择在单磁铁模型中

仅仅需要一次轨迹预测的情况下使用磁偶极子模型，而在双磁铁模型的分型谷

底模型中选择电流圆柱模型。因为编译型语言与解释型语言的差异，为了加速

运算速度，我们最后将 Python程序改成了 C++代码。 

 

而在设计实验的过程中我们也遇到了一些问题。为了确保不存在电磁阻尼，我

们一开始其实尝试使用一些塑料的支架来固定系统。然而，我们发现在磁铁晃

动的过程中存在着大量的不稳定的情况。因此我们后续使用了金属制的光学支

架来确保系统的稳定性，并通过估算验证电磁阻尼对系统的影响忽略不计。 

 

在科研的过程中，我非常感谢指导老师对于我物理框架性思维，和我们一起探

讨结论的合理性，以及进行算法迭代的方法。论文的文献调研，整体的做题思

路，所有的程序思路和绘图，以及数据分析均由方飞阳一人完成；实验的设计

和具体操作是与王井然一起实现的；而对于编程思路的实际落实则由何欣镭辅

助。最后的论文撰写由王井然写主要内容，方飞阳打磨审核，何欣镭排版。  
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7.附录 

*雷诺数 

为了验证线性空气阻力的适用性，我们引入了雷诺系数。 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑣𝑚𝑎𝑥𝐿

𝜇
≈

1.3 × 2 × 5 × 10−3

1.8 × 10−5
= 700 < 1000 

𝜌 = 空气密度 

L = 长度特征（直径） 

vmax =最大速度 

μ = 空气动力粘滞度 

因为其小于 1000，我们认为线性阻尼的假设是合理的。 
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*估算物理量大小 

固定磁铁周围的磁感强度大小： 

𝐵𝑚𝑎𝑥 =
𝜇0

4𝜋|𝑟|3
[3(𝑚⃑⃗⃗ · 𝑟)𝑟̂ − 𝑚⃑⃗⃗] ≈ 4𝜋 ×

10−7

4𝜋(0.05)3
= 8 × 10−4 𝑇 

磁铁的电阻： 

𝑅 =
𝜌𝑙

𝐴
=

𝜌2𝜋𝑅

𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝑛𝑒𝑠 × ⅆ𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟
≈

1.5 × 10−6 × 2𝜋 × 5 × 10−3

2 × 10−3 × 10−2
= 2.3 × 10−3Ω 

磁体磁矩： 

𝑚⃑⃗⃗ = 4𝜋𝑅2ℎ
𝐵𝑟

𝜇0
𝑛⃑⃗ =

4𝜋 × (75 × 10−3)2 × 3 × 10−3 × 1.3

4𝜋 × 10−7
= 2.2 A · m2 

涡流阻尼： 

磁铁： 

𝑃𝑚𝑎𝑔 =
𝐵𝑚𝑎𝑥

2 𝑙2𝑣2

𝑅
≈

(8 × 10−4)2 × 0.032 × 12

2.4 × 10−3
= 2.4 × 10−7𝑤 

光学支架： 

𝑃𝑜𝑝𝑡 =
𝐵2𝑙2𝑣2

𝑅
≈

(1 × 10−4)2 × 0.032 × 12

1.4 × 10−3
= 6.4 × 10−9𝑤 

阻尼比率： 

𝑃𝑎𝑖𝑟 = 𝐹𝑣 ≈ 3 × 10−5 w 

𝑃𝑎𝑖𝑟

𝑃𝑚𝑎𝑔
≈ 102 

𝑃𝑎𝑖𝑟

𝑃𝑜𝑝𝑡
≈ 104 

因此我们认为涡流阻尼相较于空气阻尼可忽略不计 
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*轨迹预测核心代码
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*李雅普诺夫指数计算代码 
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*实验中磁摆的轨迹前 0.3 秒数据的收集（数据示例） 

 

 

 

*测量变量 

*分型谷底的实验验证 

在针对于分形谷底的验证中，我们对于实验中初始条件的控制是近似的，并非

精确控制初始条件，因为在实际操作的实验中，难以精确设定机械误差和测量

限制。我们根据分形谷底追踪系统的位置，通过跟踪系统精确值和校正视差来

减少误差以确保数据可靠性。 
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*分型谷底的实验变量 

 

表 3摆线长度探究参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 3A · m2 

质量（g） 20 

位置坐标(m) （-0.1,0.0,0.0）& (0.1,0.0,0.0) 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.25/0.3/0.35/0.4 m  

悬挂高度 H（m） 0.3/0.35/0.4/0.45 m  

初始释放速度（m/s） 0 

系统阻尼系数 k（kg/s） 0.01 

 

 

表 4悬挂高度探究参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 3A · m2 

质量（g） 20 

位置坐标(m) （-0.1,0.0,0.0）& (0.1,0.0,0.0) 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4  

悬挂高度 H（m） 0.43/0.45/0.47/0.5  

初始释放速度（m/s） 0 

系统阻尼系数 k（kg/s） 0.01 
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表 5阻尼系数探究参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 3A · m2 

质量（g） 20 

位置坐标(m) （-0.1,0.0,0.0）& (0.1,0.0,0.0) 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4  

悬挂高度 H（m） 0.45 

初始释放速度（m/s） 0 

系统阻尼系数 k

（kg/s） 
0.005/0.01/0.02/0.05   

 

 

表 6初速度探究参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 3A · m2 

质量（g） 20 

位置坐标(m) （-0.1,0.0,0.0）& (0.1,0.0,0.0) 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4  

悬挂高度 H（m） 0.45 

初始释放速度（m/s） 
𝑣𝑥 = 0.1/0.2/0.3  

vy = 0.1/0.2/0.3  

系统阻尼系数 k（kg/s） 0.01 
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表 7固定磁铁质量探究参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 3A · m2 

质量（g） 10/20/40 

位置坐标(m) （-0.1,0.0,0.0）& (0.1,0.0,0.0) 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4  

悬挂高度 H（m） 0.45 

初始释放速度（m/s） 0 

系统阻尼系数 k（kg/s） 0.01 

 

 

表 8固定磁铁距离探究参数表 

磁铁参数 

磁矩 𝑚1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 𝑚2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃑ = 3A · m2 

质量（g） 20 

间距 d (m) 0.1/0.25/0.3/0.4 

系统参数 

摆绳绳长 L（m） 0.4 

悬挂高度 H（m） 0.45 

初始释放速度

（m/s） 
0 

系统阻尼系数 k

（kg/s） 
0.01 
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